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Aufgabe 1: Gammafunktion
Die Gammafunktion ist definiert als

Γ(x) ≡
∫ ∞
0

tx−1e−tdt, Re(x) > 0 . (1)

1.1 (2 Punkte)

Zeigen Sie, dass gilt:

Γ(N + 1) = NΓ(N) und Γ(1) = 1 . (2)

Es folgt also

Γ(N + 1) = N ! , N ∈ N . (3)

1.2 (2 Punkte)

Leiten Sie die Stirlingformel her,

N ! ∼
√

2πN

(
N

e

)N
für N →∞ , (4)

indem Sie in Eq. (1) den Exponenten von tx−1e−t = e(x−1) ln t−t um das Maximum entwickeln. Dies ist
die sogenannte Sattelpunktsapproximation.

Aufgabe 2: Erwartungswerte, Schwankungen
In einem Behälter mit Volumen V befinden sich N nicht wechselwirkende Teilchen.
2.1 (2 Punkte)
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit pn, dass in einem Teilvolumen v genau n Teilchen zu finden sind.
Gehen Sie dabei von der Wahrscheinlichkeit p = v

V
(bzw. 1− p) aus, mit der sich ein Teilchen im Teil-

volumen v (bzw. nicht) befindet.
2.2 (3 Punkte)
Berechnen Sie den Mittelwert 〈n〉 der sich in v befindlichen Teilchen und die mittlere quadratische Ab-
weichung 〈(n− 〈n〉)2〉 davon.
2.3 (3 Punkte)
Bestimmen Sie die Verteilung pn und die im Aufgabenteil 2.2 berechneten Mittelwerte im thermody-
namischen Grenzfall N, V → ∞ mit N

V
= ρ = konst. für beliebige Werte von n und speziell im Fall

n� 1.
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Aufgabe 3: Gerichtete Zufallsbewegung
Die Bewegung eines Teilchens in drei Dimensionen ist eine Serie unabhängiger Schritte der Länge l.
Jeder Schritt bildet einen Winkel θ mit der z-Achse, der nach der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

f(θ) =
2

π
cos2

(
θ

2

)
(5)

verteilt ist, welche auf eins normiert ist ∫ π

0

dθ f(θ) = 1 . (6)

Der azimutale Winkel φ ist gleichverteilt, d.h. seine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ist einfach durch
g(φ) = 1

2π
gegeben. Beide Winkel sind unabhängig voneinander. Das Teilchen beginnt auf dem Achsen-

ursprung, und macht N � 1 Schritte.
3.1 (4 Punkte)
Berechnen Sie die Mittelwerte 〈x〉 , 〈y〉 , 〈z〉 , 〈x2〉 , 〈y2〉 , 〈z2〉 und die Kovarianzen 〈xy〉 , 〈xz〉 , 〈yz〉. Hin-
weis: Benutzen Sie die Symmetrie-eigenschaften des Problems!
3.2 (4 Punkte)
Benutzen Sie den zentralen Grenzwertsatz, um die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(x, y, z) zu be-
stimmen.
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