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11.1 Wasserstoffatom

Bei den storungstheoretischen Berechnungen der relativistischen Feinstrukturterme und des Stark-Effekts im H-
Atom treten Matrixelemente (r*) mit k = 2,1, -1, -2, —3 auf.

a) Mit Hilfe des Hellmann-Feynman-Theorems bestimmen Sie die Erwartungswerte (%) und <%2> fiir die Eigen-
zustdnde des Wasserstoffatoms. .,
Hinweis: Die Energieeigenwerte lauten E,, = 7%, n =n, + 1+ 1, wobei n, die Anzahl der Nullstellen der
Radialenwellenfunktion auf dem Interval (0, c0) ist.

b) Beweisen Sie die Rekursionsformel von Kramers
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(c) Bestimmen Sie die Erwartungswerte (r), (r?) und (-5).

11.2 Runge-Lenz-Vektor

a) Betrachten Sie ein Wasserstoffatom. Zeigen Sie, dass der Runge-Lenz-Vektor
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eine Erhaltungsgrofle ist.

b) Diskutieren Sie die “zuféllige” Entartung in Coulomb-Potential.

11.3 Wasserstoffatom in vier Dimensionen

Das quantenmechanische Energiespektrum des Wasserstoffatoms mit einem als unendlich schwer und punktférmig

angenommenen Kern besteht im bekannten dreidimensionalen Fall aus einem diskreten Anteil E,, = —Ry/n?,n =
1,2, ... bei negativen Energien £ < 0 und einem Kontinuum von Streuzustanden bei £ > 0. In einem vierdimensionalen
Raum, mit Radialkoordinate r = \/x} + 23 + 23 + 27 gibt es im allgemeinen aber iiberhaupt keine gebundenen
Zustande.

a) Zeigen Sie, dass das elektrische Feld E einer Punktladung e am Ursprung im vierdimensionalen Fall wie 1/r3 abfillt
und bestimmen Sie damit die Wechselwirkungsenergie V() = —ep(r) eines Elektron im Potential ¢(r) des Kerns mit
Ladung e.

Hinweis: Verwenden E = —(8,¢(r))é,, sowie das GauB’sche Gesetz Ik E - f = e mit 272 als Oberfliiche der Einheit-
skugel in vier Dimensionen.
b) Zeigen Sie, dass es zu jeder Losung g (%) der stationdren Schrodingergleichung
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eine Losung 1/Jg‘) (%) = ¢¥p(Z/)\) fiir beliebigem A > 0 gibt, die eine Energie E/A\? besitzt. Da A eine kontinuierliche
Variable ist, kann es also kein diskretes Spektrum geben.

¢) Die Schrodingergleichung fiir radialsymmetrische Zustande () = ¢ (r) bei

E = 0 hat die Form
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Bestimmen Sie die beiden moglichen Werte v 5 des Exponenten v im Lésungsansatz ¢ ~ r” und den kritischen Wert
v, der dimensionslosen Starke v der Coulombwechselwirkung, oberhalb der keine reellen Losungen fiir v existieren.



d) Ersetzen Sie das Potential /r? fiir die Abstande r < 7, durch eine Konstante /72 und zeigen Sie, dass sich in dem
durch den 'Protonradius’ r, regularisierten Potential die Wellenfunktion im Bereich r < r, wie ¢ (r) = 1(0) —ar® +...
verhélt. Wie hingt die Konstante a, von r, ab? d) Ersetzen Sie das Potential v/r? fiir die Abstinde r < 7,
durch eine Konstante v/ 7"12) und zeigen Sie, dass sich in dem durch den "Protonradius’ r, regularisierten Potential die
Wellenfunktion im Bereich r < 7, wie ¢(r) = 1(0) — ar? + ... verhilt. Wie héngt die Konstante a, von r, ab?

e) Zeigen Sie, dass fiir v < 7., wo 11 > vy reell sind, die Anschlussbedingung 1’/1) stetig beidenr = r, das Verhéltnis
der Koeffizienten A und B in der allgemeinen Losung ¢ (r) = Ar"* 4+ Br"? im Bereich r > 7, im Limes r, — 0 zu
B/A ~ rpt "2 — 0 festgelegt. Bei r, = 0 folgt die Wellenfunktion fiir Energie £ = 0 also einem reinen Potenzgesetz

P = A/r"’l‘ und hat keine Knoten. In Ubereinstimmung mit der Folgerung in Teilaufgabe b) gibt es daher keine
gebundenen Zustande mit E < 0.



