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Aufgabe 1:
Hermitesche Operatoren 3 Punkte

Sei H ein Hilbert-Raum und [v), |¢) beliebige Zustédnde aus H. Ein zu einem Operator A
adjungierter Operator A' ist wie folgt definiert:

def

(¥l Ag) = (ATplg) = (p|AT)* . (1)
Ein Operator heifit hermitesch bzw. antihermitesch, wenn AT = A bzw. AT = — A,
(a) Zeigen Sie, dass A + AT, i(A — AT) und AA" hermitesch sind.

b) Gegeben sei der Operator C' = 8 = S (iB)"/n!, mit einem hermiteschen Oparator
( g D o : D
—iB

B. Zeigen Sie, dass sein adjungierter Operator gegeben ist durch: CT = e

(¢) Seien nun A und B hermitesche Operatoren. Was lasst sich tiber die Hermitiziét folgender
Operatoren sagen:

e Kommutator: [A, B] = AB — BA
e Antikommutator: {A, B} = AB+ BA
e Potenz der Summe: (A + B)"

Zerlegen Sie aukerdem D = AB in einen hermiteschen sowie antihermiteschen Anteil.

(d) Bestimmen Sie unter Verwendung der Definition (1) den zu zu |a) (] adjungierten Ope-
rator.

Hinweis:
Sie kénnen, wie in der Vorlesung behandelt, annehmen, dass fiir zwei Operatoren A, B gilt:

(ANT = A und (AB)" = BTAT.

Aufgabe 2:
Parallelogrammgleichung 1 Punkt

Sei H ein Hilbert-Raum und |«), |5) beliebige Zusténde aus H. Beweisen Sie die Parallelo-
grammgleichung:

lac + BI* + llae = BI* = 2l|e]|* + 281" (2)

Aufgabe 3:
Dreiecksungleichung 2 Punkte

Verifizieren Sie mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung die Dreiecksungleichung;:

Hedl = 11BI1 < Nl + 5[ - (3)



Aufgabe 4:
Ein symmetrisches Potential 4 Punkte

Gegeben sei ein eindimensionaler, symmetrischer, rechteckiger Potentialtopf:

00 for |z| >a+b
V(z)=<0 fora <|z|<a-+b (4)
Vo for |z] < a

(a) Stellen Sie jeweils fiir alle drei Teilbereiche die Schrodingergleichung fiir ein Teilchen der
Masse m auf.

(b) Formulieren Sie die Randbedingungen bei x = +(a+b) sowie die Stetigkeitsbedingungen
bei x = +a.

(c) Zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator invariant unter Paritét ist.

(d) Diskutieren Sie qualitativ, was man im Bereich £ < V; klassisch bzw. quantenmecha-
nisch erwarten wiirde.

(e) Verwenden Sie die Randbedingungen um einen Ansatz fiir gerade bzw. ungerade Losun-
gen in den jeweiligen drei Teilbereichen zu formulieren. Verlangt sind hier die Losungen
bis auf die Normierungskoeffizienten in den drei Bereichen — die Stetigkeitsbedingungen
sind also nicht notig. Auch die Energie muss noch nicht ndher spezifiziert werden.

(f) Skizzieren und beschriften Sie die zwei untersten Eigenzusténde zu den Energien Ey, Ej.

(g) Nehmen Sie nun an, dass Vj — co. Geben sie, unter Verwendung der Stetigkeitsbedin-
gung, fiir die beiden niedrigsten Energieeigenzustande (zerlegt in gerade und ungerade)
einen exakten Ausdruck an.

(h) Nehmen Sie zuletzt an, dass V; endlich aber sehr grofs gegentiber der quantisierten Ener-
gie der beiden niedrigsten Zusténde ist. Geben Sie einen approximierten Ausdruck fiir
die Energiedifferenz dieser zwei Zustédnde an.

Hinweis: Berechnen Sie Ak = k — kg, mit der Wellenzahl kg fiir V; — oo.
Benutzen Sie fiir grofe z > 1 die folgenden Néherungen fiir tanh(z) und coth(z):

tanh(z) = 1 — 2e2*, (5)
coth(z) = 1+ 2", (6)



