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Vorbemerkung

Die vorliegende Zusammenstellung basiert auf handgeschriebenen Notizen zur Vorlesungsvorberei-
tung. Sie entspricht daher einem ersten Zugang zur Quantenmechanik und soll dabei von Studie-
renden im zweiten Jahr weitgehend vollstéandig nachvollziehbar sein. Dementsprechend wird Wert
gelegt auf eine genaue und wenn moglich komplette Darstellung der mathematischen Grundlagen
und der relevanten Herleitungen. Als Beispiele dienen die allbekannten exakt losbaren Probleme
der Quantenmechanik, u.a. Potentialtopf, harmonischer Oszillator und schliellich das Wasserstof-
fatom.

Klarerweise ist dieses Skript kein Lehrbuch. Seine Veroffentlichung dient dem Hauptzweck, mogliche
Unklarheiten in der Vorlesung und damit unnétige Reibungsverluste beim Erlernen der Methoden
und Konzepte der Quantenmechanik auszuriumen.

Ebenso handelt es sich hier nicht um Originalmaterial, sondern es wurde sich in den Biichern
von Cohen-Tanoudji, Messiah, Nolting, Sakurai und Schwabl bedient. Die inhaltliche Auswahl ist
dadurch beeinflusst, dass Themen wie zeitabhingige Storungstheorie, Streutheorie und ggf. die
Interpretation des Messprozesses sowie das Pfadintegral in der Quantenmechanik II behandelt
werden. Im achten Kapitel wird besonderes Gewicht auf die Zerlegung von Tensorprodukten in
irreduzible Darstellungen der Drehgruppe gelegt, da diese Technik in vielen Bereichen — nicht nur
in der Kern- und Teilchenphysik — von grofler Wichtigkeit und hohem Anwendungsnutzen ist.

Der Dozent bedankt sich zunéchst bei den Horerinnen und Horern fiir interessante Fragen in der
Vorlesung sowie zu Hinweisen zu Unklarheiten und zu Fehlern. Die vorliegende maschinengeschrie-
bene Version des Skripts wurde von Herrn F. Rohrer mit Unterstiitzung der Herren A. Meraner
und G. Semino in vorziiglicher Weise ausgefiihrt. Diese soll nicht zuletzt auch als Grundlage fiir
weitere Ergénzungen und Verbesserungen in der Zukunft dienen.

Garching, im Juli 2015 Bjorn Garbrecht
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1 Induktive Begriindung der Quantenmechanik:
Wellenfunktion und Schrédingergleichung

1.1 Historisches

Ende des 19. Jahrhunderts werden physikalische Phénomene mit zwei Theorien erklért:
e Newton’sche Mechanik — Punktteilchen
e Maxwell’sche Elektrodynamik — Felder (— elektromagnetische Wellen)
Es blieben noch zwei grofle Fragen:
e Sind Strahlung und Materie grundlegend verschiedene Dinge?
e Ist die Physik nun abgeschlossen?

Die folgenden experimentellen und theoretischen Befunde beantworten diese beiden Fragen mit
Nein:

1.1.1 Planck’sche Strahlungsformel

Ein idealisiertes Modell fiir thermische Strahlungsquellen ist der ,,schwarze Korper®:

\
\|

— absorbiert sémtliche einfallende Strahlung (keine Reflektion)
unabhénging von der Wellenlédnge

— im Modell realisiert als Hohlraum (fasse dies z.B. als Struktur
in der Oberfldche einer rufigeschwérzten Platte auf)

l SSSS SSS N

e Temperatur 7' der Wand im thermischen Gleichgewicht mit der Strahlung im Inneren.

e Energiedichte dieser Strahlung:

1/% =~ = o
pzi(E-D+H-B) (1.1.1)
e spektrale Energiedichte:
d o0
u(w) = ﬁ & p= /0 u(w) dw mit Frequenz % (1.1.2)

Dieses Spektrum soll mittels der durchs Loch entweichenden Strahlung beobachtet werden. Em-
pirisch gab Wien (1896) folgendes Gesetz an:

w—0

u(w) = A-e 97 mit den Konstanten A, g (1.1.3)

Rayleigh (1900) leitete dagegen eine Formel fiir kleine w her:

e Hohlraum sei Wiirfel der Kantenlédnge o



e E-Feld verschwindet in den Winden
E =& sin(k-7) (1.1.4)

mit dem Polarisationsvektor &1k (— 2 Polarisationen) und mit k;a = n;m, wobei n; € N.
Durch Umformen der Wellenlénge

2 2 -
A= =T o R =2 (1.1.5)
|k| w [

erhilt man
w:%\/n%—i-n%—kng (1.1.6)

Zahl der Wellen mit Kreisfrequenz < w:

1 4rn, adw?
N(w) =< —il’ = —= (1.1.7)
8§ 3 6m-c

mit dem Faktor 1/8, da man nur den ,positiven Oktanten“ der Kugel betrachtet.

adw?
Wegen des Gleichverteilungssatzes ist die Energie pro Welle gleich kgT', also gilt
w2
u(w) = WkBT (1.1.9) Rayleigh-Jeans-Gesetz

Hierbei wurde durch das Volumen a® dividiert und der Faktor 2 fiir die beiden Polarisations-
zusténde beriicksichtigt. Bei genauerer Betrachtung bemerkt man jedoch, dass das Integral

/00 u(w) dw = o0 (1.1.10)
0

divergiert (,,Ultraviolettkatastrophe®). Dieses Problem fiihrte dann Planck (1900) zu folgender
Annahme:

Planck’sche Hypothese

Die Winde bestehen aus Oszillatoren, welche Energien nur in Vielfachen von hw abgeben bzw.
aufnehmen. Die Grofle h = 27h hat die Einheit einer Wirkung und heifit Planck’sches Wir-
kungsquantum. Im Gegensatz zur klassischen Physik kénnen Energien nur in gequantelten
Paketen emittiert/absorbiert werden. Insbesondere ist die Energieportion proportional
zur Frequenz. Diese Hypothese fiihrt zur Planck’schen Strahlungsformel, welche in der statisti-
schen Physik genauer hergeleitet wird:

e Ny sei die Zahl der Wandoszillatoren

e Von den gesamten Ny Oszillatoren seien No(n) im Energiezustand nhw

o (o9}
= No= Z No(n) = Gesamtenergie: FE = ZnthO(n) (1.1.11)
n=0 n=0

Die mittlere Energie pro Oszillator ist also gegeben durch:

A E
E=— 1.1.12
¥ (1.1.12)



e Boltzmann-Statistik: Ny(n) oc e # (| kanonische Dichtematrix“) mit § = kE%T

n=0
d 1 FuweBhw hw
= c (1.1.13)
dp 1 — e Bhw 1—eBlw  gblw _1
geom. Reihe

Im thermischen Gleichgewicht entspricht die Energieverteilung der Wandoszillatoren der der
Strahlung (— statistische Physik). Macht man also in Rayleighs Herleitung die Ersetzung

so erhélt man:
hw? 1 ’
u(w) = — pp— (1.1.15) Planck’sches
w23 ePlw —1 Strahlungsgesetz
Fiir kleine w ergibt sich mit einer Taylorreihen-Entwicklung
hw hew 1
= kT (1.1.16)

Ao 1 T+ phw—1_ 8

wie beim Rayleigh-Jeans-Gesetz. Die Plank’sche Strahlungsformel beschreibt erfolgreich die Grenzfiille
Rayleigh-Jeans und Wien.

z . 'b kw)

aiglug U~ [ount s Jw

w%:f 4‘\/1/7;“”"‘”‘[ T
¢ =y ()

1900 gilt damit als Geburtsjahr der Quantenmechanik. Bald darauf wird die physikalische Tragwei-
te der von Planck zunéchst als Hilfskonstruktion (A fir ,hilfs-*) aufgefassten Energiequantelung
und des Zusammenhangs zwischen Frequenz und Energie deutlich.

1.1.2 Photoelektrischer Effekt (Hertz 1887)

e Strahlung von Licht der Kreisfrequenz w fallt auf eine Metalloberfléche

Ewrrpie
=  Emission von Elektronen mit  |_ — — — — — — o o o
maximaler kinetischer Energie E
Kok sictiren 7% way
1 v |- Y
Frax = 5m6v2 =hw—W (1.1.17) w



e klassische Erwartung:
Energiestromdichte S = = E'x H sollte Emission der Elektronen erst nach einer bestimmten

Zeit bewirken. Auflerdem sollte Ei,ax unbegrenzt sein.
Tatsédchlich setzt aber die Emission sofort ein und Fy,,x ist klar begrenzt.

— Lichtquantenhypothese (Einstein 1905):
Licht besteht aus Photonen der Energie fiw - wie bei der Herleitung des Planck’schen Strah-

lungsgesetzes.

1.1.3 Compton-Effekt (1925)

e Viererimpuls in der speziellen Relativitatstheorie:

1 mc
Po E . 1
p= ( _,> = <C_,> = (5@%) mit vy = —— (1.1.18)
P P i 2

. 2 _ 1 (.02 _ =2\ _p
m: Ruhemasse — m —C—Q(p —p)—c—g

e Fiir Photonen beobachtet man stets || = ¢ — Lichtgeschwindigkeit!
— Bilde Grenzfall mit p° = |p| = 2w = h|k| und m = 0, wobei |k| = 2= ist.

Das Photon ist ein masseloses Teilchen.

e Betrachte nun den Stof eines Photons v an einem ruhenden Elektron e™:

m,c}
F>

\s

(7%

Viererimpulserhaltung:

hE\) . (mfc) _ (@”\) N <\/m> (1.1.19)

o I
Pp+q=p +q (hk 5/

0 hk’
Subtrahiere p’ und bilde auf beiden Seiten das Viererimpulsquadrat (v? = W07 — 2):
— 22 (|K||K| — k- k') + 2himec(|k| — |K']) + m2c® = m2c? (1.1.20)
L oo o
k| = |K'| = —|k[|K'|(1 — cos ¥ 1.1.21
= [F = B = —C[ElIF|(1 = cos ) (11.21)
mit 1 — cos¥ = 2sin? ¥ und k| = Tﬂ
4dh Y Y Compton-
! _ 27 27
= N —-A= p— sin” o = 41\ sin 5 (1.1.22) Verschiebung




mit der Compton-Wellenliinge )\, = - 3,86 - 10~ cm.

mec

e Die experimentelle Bestéitigung dieses Effekts verifiziert die Teilchennatur des Photons sowie
die Beziehungen zwischen Energie und Frequenz sowie Impuls und Wellenlinge.

1.1.4 Materiewellen

e Strahlung zeigt Materieeigenschaften.

e Laut De Broglie (1924) gilt auch umgekehrt: Materie zeigt Welleneigenschaften o e iwtHik-E
E=hw=hv (1.1.23)

L L h
p=hk oder |p]= " (1.1.24)

e Experimenteller Nachweis mittels Interferenz-Experimente:
Davisson & Germer (1927) am Nickel-Einkristall, Joénsson (1959) am Doppelspalt

Die De Broglie Relationen ergeben sich auch als Grenzfall fiir freie Zustinde aus allgemeineren
quantenmechanischen Gesetzen, welche schon sehr frith zur Beschreibung gebundener Zustédnde
erfolgreich waren.

1.1.5 Bau der Atome

e Thomson’sches Atommodell: positive & negative Ladungen sind kontinuierlich iiber den
Atomradius ausgedehnt.

o Geiger & Marsden (1909):
a—Teilchen werden an Goldfolie nur selten und dann zu groflen Winkeln gestreut. Ruther-
ford gelingt die quantitative Beschreibung unter der Annahme, dass der Kern eine positive
Punktladung ist, welche ein Coulomb-Potential erzeugt.

= ,,Planetenmodell“(1911): Elektronen auf Kreisbahnen um den Kern. Klassisch wiirde man
jedoch Energieverlust durch Dipolstrahlung und schliellich Sturz des Elektrons in den Kern
erwarten.

AuBerdem: keine Erklarung fiir diskrete Emissions-/Absorptionslinien.

e Bohr’sches Postulat (1913):
klassische Bahnen miissen ¢ p'- dZ = 2mhn erfiillen und es soll keine Strahlung abgegeben
werden. Jedoch keine grundlegende Begriindung.

(1925) Heisenberg’sche Matrizenmechanik:

— Bewegungsgleichung fiir Operatoren (Matrizen)

(1926) Schrodinger’sche Wellenmechanik: dquivalente Darstellungen

— konstante Operatoren, zeitliche Entwicklung des Zustands
(Wellenfunktion)

1926 gelingt Schrodinger dann die Losung des Wasserstoffproblems, welches auch das wich-
tigste konkrete in der Quantenmechanik I vorgestellte Resultat ist.



e Aufgrund unserer Straffenadresse erwihnen wir noch den Franck-Hertz-Versuch (1913):
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FElektronen bewegen sich im elektrischen Feld zwischen Kathode und Gitter. Anschlieend
durchlaufen sie die Gegenspannung zur Anode.

— Bei Erhéhung der Spannung zwischen G und K steigt der Strom zunéchst an.

— Bei ca. 5V reicht die kinetische Energie der Elektronen aus, um das Hg anzuregen. Sie
geben also Energie ab und die verbleibende Energie ist nicht mehr hinreichend, um die
Gegenspannung zu durchlaufen.

— Das ganze wiederholt sich bei ca. 10V (die Anregungsenergie wird auf der halben
Strecke erreicht), 15V etc.

Fazit

e Die Quantenmechanik wurde zunéchst heuristisch eingefiihrt um einzelne, der ansonsten
erfolgreichen klassischen Physik widersprechende, Befunde zu erkléren.

e Es zeigt sich aber, dass die Quantenmechanik auch die Struktur und Eigenschaften der
Materie beschreibt (Gegenwértige grundlegende Theorie: Standardmodell der Teilchen-
physik). Sie ist somit auch Grundlage der modernen Chemie, Molekularbiologie, Elektronik,
Materialwissenschaften, ...

— radikale Erweiterung der Fragestellungen und Anwendungen der Physik.

e Wir wollen in diesem Semester die Grundlagen dieser fiir die modernen Naturwissenschaften
und die Technik wesentlichen Theorie vermitteln.

1.2 Wellenfunktion und Schroédingergleichung

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Annahmen und mathematischen Strukturen der
Quantenmechanik schrittweise eingefiihrt. Nach ersten Beispielen im Kapitel 2 folgt eine syste-
matische und verallgemeinerte Zusammenfassung der Grundlagen der Quantenmechanik im
Kapitel 3.

Status in der klassischen Physik:
e Maxwell’sche Feldtheorie beschreibt nicht die Teilcheneigenschaft der Photonen.

e Newton’sche Mechanik/Einsteins Spezielle Relativitétstheorie beschreibt nicht die Wellenei-
genschaft von Materieteilchen.

— Eine neue Theorie, welche diesen Welle-Teilchen-Dualismus in konsistenter Weise umfasst,
wird benétigt.



1.2.1 Wellenfunktion und Wahrscheinlichkeit

e Betrachte das Jonsson’sche Doppelspaltexperiment mit Elektronen (analog zum Young’schen
Experiment mit Licht).

Popfdsmlf Schitua
Elbbons, / )) (Puotoplutle)
cM& \/

~

Dl e

e FEinzelne Elektronen hinterlassen einen schwarzen Punkt auf dem Schirm.

e De Broglie: Elektronen haben Wellenfunktion ¢ = Cle—wtHikd it o = % und k = % .
4 A Elfebronen =
e Ein Spalt offen: )> m"""‘;

Es entsteht kein Interferenzmuster. Die Punktdichte ist

2 _ 2
o< [¢[F = || .4
e Beide Spalte offen:
— Interferenzmuster. Die Punktdichte ist oc [4]? = . < Elfehronen
|1 +1)2|?. Es ergeben sich Maxima fiir (kql—k:;)f =2mn _;'""l"'l““;
mit n € Z. *
e Die Wellenfunktion 1 ergibt sich als Uberlagerung &
(Summe) der Wellenfunktionen, welche von den einzel- l‘

nen Spalten ausgehen.

Wir merken aber an, dass diese Interferenz nicht notwendig durch verschiedene Elektronen zu-
standekommt. Man kann auch einzelne Elektronen nacheinander durch den Doppelspalt senden
und erhélt das gleiche Resultat.

Hypothese:
Die Wellenfunktion (%, t) ergibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(%,t) = |1(Z,t)|*. Genauer
gesagt ist p(Z,t) d3x die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron im Volumenelement d3x zu beobachten.

Fazit:

Die Wellenfunktion unterliegt einer deterministischen Gleichung (d.h. der im Folgenden erlduterten
Schrodingergleichung). Konzeptionell neu ist aber, dass die Messung nur Wahrscheinlichkeitsaus-
sagen trifft, wobei der Beobachter oder das Messgerét als klassisches physikalisches System ideali-
siert wird und nicht als Teil des Quantensystems betrachtet wird. Bei einer genaueren Behandlung
des Messprozesses unterscheiden sich verschiedene Interpretationen der Quantenmechanik, wel-
che allerdings identische physikalische Vorhersagen treffen. Zu einer vertieften Diskussion ist es
aber niitzlich, die Theorie zunédchst in konkreten Einzelheiten zu entwickeln und anhand von
Beispielen Intuition zu gewinnen. Letztlich erméglicht die Wahrscheinlichkeitsdeutung der
Wellenfunktion die konsistente Behandlung des Welle-Teilchen-Dualismus, so dass wir
diese als erfolgreiche Hypothese akzeptieren.



1.2.2 Schrédinger-Gleichung fiir freie Teilchen
Nach De Broglie lautet die Wellenfunktion

1/} _ C . ef’iwt+ii€‘-f — C . e*%EtJr%ﬁ-f (121)

wobei C' eine Konstante ist. Verlangt man den nicht-relativistischen Zusammenhang F = %, SO
ist ¥ Losung der Schrodinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen der Masse m:

P K -, Schrodinger-Gleichung
ihaﬂ’(fv t) = _%V Y(T,t) (1.2.2) fiir ein freies Teilchen der
Masse m

Die Normierung ist dabei so gewiihlt, dass auf beiden Seiten die kinetische Energie die Wellenfunk-
tion multipliziert. Die Ableitungsoperatoren erzeugen offenbar Faktoren von Energie oder Impuls.
Wir kénnen identifizieren:

0
Energie F +— iha = FE Energieoperator (1.2.3)
Impuls p+— —ihV =5  Impulsoperator (1.2.4)

Wir verwenden das gleiche Symbol fiir eine klassische Grofle wie fiir den zugeordneten quanten-
mechanischen Operator. Was gemeint ist, sollte stets aus dem Kontext hervorgehen.

Es bestiinde auch die Moglichkeit der Wahl einer 2. Zeitableitung, was zu einer relativistischen
Wellengleichung (Klein-Gordon-Gleichung) fiithren wiirde. Dies ist jedoch problematisch, da

e negative Energien auftreten,

e keine Kontinuitéitsgleichung (notwendig zur Wahrscheinlichkeitsinterpretation, siehe unten
im Abschnitt 1.2.4) gilt.

In der Quantenfeldtheorie gelingt aber letztlich doch eine relativistische Formulierung.

1.2.3 Schrédinger-Gleichung im Potential und zeitunabhdngiger Fall

Die Hamilton-Funktion )

H= g—m + V() (1.2.5)

gibt in der klassischen Mechanik die Energie eines Teilchens am Ort Z im Potential V' (Z) an. Die
Ersetzung des Impulses p durch den Impulsoperator ergibt:

=2 2
P . h* =, . ]
H=2 4v@E=-11V2+v 1.2.6 -
5 (Z) 5 (Z) ( ) Hamilton-Operator

Anwendung von H auf 1 ergibt ¢ mal die Energie. Wir erhalten die Schrédinger-Gleichung

ihgtzp(f, t) = Ho(z, 1) (1.2.7)



oder auch ihre berithmte Form:

Schrodinger-Gleichung
im Potential

2
ihgtw(f, t) = <—;n€2 + V(:f)) W(E,t)  (1.2.8)

Ein wichtiger Spezialfall: V() héngt nicht explizit von der Zeit ab.
In diesem Fall fiithrt der Separationsansatz (&, t) = f(t)¥(Z) zu

1 0 1

mihaf(t) = m

Die linke Seite héngt nur von ¢ ab, die rechte Seite nur von #. Beide Seiten miissen deshalb gleich
einer Konstanten F sein, welche wir mit der Energie des Zustandes identifizieren.

H(T) (1.2.9)

= ihgtf(t) = Ef(t) = f() L (1.2.10)

Die Phase ¢ ist eine Integrationskonstante. Wir werden noch sehen, dass diese unphysikalisch ist,
d.h. beobachtbare Vorhersagen sind unabhénging von ¢, weshalb wir z.B. ¢ = 0 wihlen kénnen.
Fiir den ortsabhingigen Anteil erhalten wir die

zeitunabhingige

H(F) — Bz 1.2.11
U(T) () ( ) Schrédinger-Gleichung

In Analogie zu Matrixgleichungen der linearen Algebra ist dies ein Eigenwertproblem, was wir
noch formal und genauer erkldren werden.

Die Losung dieses Eigenwertproblems zunéchst fiir einfache eindimensionale und letztlich fiir das
Coulombpotential in drei Dimensionen wird den gréfiten Raum dieser Vorlesung einnehmen.

1.2.4 Kontinuitdtsgleichung

Betrachte zunéchst eine klassische Dichte p(Z,t) welche sich zeitlich geméfl des Geschwindig-
keitsfeldes ¢(Z,t) entwickelt. Dann definieren wir die Stromdichte: j(Z,t) = p(Z,t)¥(Z,t). Die
zeitliche Anderung des Inhalts eines Volumens V' entspricht dem Flufi durch die Oberfliche S

—,

(Fliachenelement dA):

8/ p(,t) d3z = —§£ p(Z,0)T(Z,t) - dA = — §£ j(@t)-dA (1.2.12)
ot Jy S S

Mit dem Gaufy’schen Integralsatz folgt:

a/ p(,t) &z = —/ V(2 t) &z (1.2.13)
\% \%



Da diese Gleichung fiir beliebige V' gelten soll, folgt:

+V (@) =0 (1.2.14) Kontinuitéitsgleichung

(T, 1) — * (T, (T, 1) (1.2.15)

_ 2:;@, [w*(f, ) (ﬁw(f, t)) - (6¢*(x,t)) q/)(f,t)} (1.2.16)
= V.= % [d’* ( 2¢) - (621/’*) 14 (1.2.17)

Andererseits folgt aus der Schrédingergleichung:

O o= = (H Y — S (HY)
_ [(ﬁ%ﬁ*) W — (ﬁ%ﬁ)} = -V-j(Z 1) (1.2.18)

- 2mi

Wenn moglich, normieren wir die Wellenfunktion auf eine Gesamtwahrscheinlichkeit von eins:

/ p(7,1) dPz = / O (E D@ ) P = 1 (1.2.19)

wobei wir iiber den gesamten Raum integrieren. Sofern der Teilchenfluss durch die Fldche im
Unendlichen verschwindet, gilt also:

9 9
2 / ol 1) P = o / W (E D@ 1) P = 0 (1.2.20)

Diese Figenschaft der Wahrscheinlichkeitsdarstellung ist eine Konsequenz der Tatsache, dass die
Schrodinger-Gleichung 1. Ordnung in der Zeit ist. Auflerdem folgt aus der ersten Ordnung der
Zeitableitung, dass zu einem gewissen Zeitpunkt ¢ der Zustand des Systems vollig durch die
Wellenfunktion (%, t) charakterisiert ist (und nicht iiber deren Zeitableitungen), da diese die
notwendigen und hinreichenden Randbedingungen fiir die Schrédinger-Gleichung definiert.

1.2.5 Wellenpakete

Uberlege nun, inwiefern die Wellenmechanik die Bewegung einzelner freier Teilchen beschreibt.
Da die Schrédinger-Gleichung linear und homogen ist, ist die allgemeine Losung fiir freie Teilchen
eine Superposition der Losungen aus dem Abschnitt 1.2.2:

Y(i,t) = (27r1h)3 / w(mef"(” ') d*p mit p(5) : R® — C (1.2.21)

Eine solche Superposition verschiedener Impulszustinde bezeichnen wir als Wellenpaket. Als
Beispiel betrachten wir ein eindimensionales Gauf’sches Wellenpaket:

&2 >
p(p) = Ae w0 (1.2.22)

10



Der dreidimensionale Fall ergibt sich als Produkt dreier eindimensionaler Pakete.

o g2 1( _ﬁt)
= Y(z,t) = A e N dp

21h | o
a2 Lt 2042 iz d2 2
— 72 T lamn ) PP+2 fzPo + 155 ) P EP0
A [ bt
=57 e =a =b = dp (1.2.23)
™ —00
Mit einer quadratischen Ergéinzung folgt dann:
A 00 —a<p—é>2+E—C A e E_
_ 4 a) Ta N B 1.2.24
Pl t) 2mh /_Ooe dp onh\ a© dz ( )
[ eetayE
Wahrscheinlichkeitsdichte: ,
A2 T 2Re %—c
VP = G are [+ (122
Wir definieren nun:
Do th > Ad? d*
v=" und A =A(t) = 52 = a=i —i—ZF = la* = ﬁ(l + A?%) (1.2.26)
und schreiben den Exponenten als:
b’ —ac 2Re[(b? — ac)a*] o1 d? 9 (x — vt)?
2 = = = (p—vt)i=m—e 1.2.27
Re [ a ] BE AT Ao @ v sy ay (1220
mit den Nebenrechnungen:
d* 2 xd?*mv d* td?
v’ — ac = ﬁm%ﬂ T + iy ﬁm%? - zﬁmv2 (1.2.28)
N 22d?>  xd*tv  t2d? d?
Re[(b® — ac)a*] = — 1 + T v? = —m(ac — vt)? (1.2.29)
Normierung:
/ (@, )2 dz = 1 (1.2.30)
0o 2Re{b2—ac] 0 (z—vt)?
= / e ¢ Jdz :/ e 2°(+A%) dy = /21d\/1 + A2 (1.2.31)
AR T rdTTA=1 = 4 (8nd?)i (1.2.32)
_ T = = T V4N
2mh)?2 d? RV 2 —
( T ) ~ 1+4 dz Integral
Vorfaktor

Wahrscheinlichkeitsverteilung im Ortsraum:

1 (z—vt)?

)P = ¢ 2(1+A% 1.2.33
[ (z,t)] N ( )

e Es ergibt sich wieder eine GauB-Verteilung.

e Gruppengeschwindigkeit am Maximum:

S ()
p=po 0k \ 2m

_ow :Po
ok

— — klassisches Verhalten (1.2.34)

(%
g m

P=Ppo

11



e vgl. Phasengeschwindigkeit der einzelnen Wellen:

21
Uph :% %E % — wellenmechanisches Verhalten

e A x t nimmt zu — Wellenpaket fliefit auseinander.

e
N

t= 67

(1.2.35)

R~
vt

Ortsmittelwert und Schwankungsquadrat

Erwartungswert:
~ [ f@la P d
Ortsmittelwert:
<x>:/ (e, )P dx:/ (@, O (z - ot) dm+/ (e, )P0t dar = vt
—00 —00 N —00

gerade in (z—wvt)

Schwankungsquadrat:

oo

(A2)? = ((z — ())?) = / e, (@ — vt)? da

—00
B (z—vt)?
26 2d2(1+A2) g

d\/27r 1 +A2 /

—\F 2 2\13/2 _ 12 2
T [2d2(1 + A2)P3/2 = d2(1 + A?)

= Az =dv1+ A2

3
/ 2 704:1: do — _/ *Oém dz d E — ﬁ@[—ﬁ
_ da 2

Zur besseren Einordnung sollen folgende Zahlenbeispiele dienen:

Nebenrechnung;:

'

(1.2.36)

(1.2.37)

(1.2.38)

(1.2.39)

(1.2.40)

1. Ein makroskopischer Korper mit der Masse m = 1 g soll mit einer mechanischen Einrichtung

sehr genau platziert werden:

d=10"*cm h=1,055 - 10~27 ergs = 1,055 - 1027 s

th 2md?
=5 = 1 nacht=

12
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2. Ein Elektron mit m = 9,109 - 10~ g:

atomare Lingeskala: d = 1078 cm

A =1nacht=18-10"1s (> Lebensdauer angeregter atomarer Zusténde)

1.2.6 Impulsraum

Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Volumen d3z um den Ort # anzutreffen, ist
p(Z,t) Bz = |(Z,t)] A3z (1.2.41)
Analog suchen wir nun die Wahrscheinlichkeit W (p,t) d®p, ein Teilchen im Impulsraumelement

d3p um den Impuls § anzutreffen. Dabei beachten wir die Normierung [ W(p,t) d3p =1.

Ziel: Entwickle ¢(Z,t) in Eigenfunktionen des Impulses und benutze diese zur Berechnung von
Wahrscheinlichkeiten im Impulsraum. Niitzlich ist hierzu die im vorigen Abschnitt eingefiihrte
Funktion ¢(p):

ifnn D2
w(f,t):/(%rlh)gso(mez‘z@ th> a3p
1 ipg 1 o s
E/Wgo(ﬁ,t)ehm d3pE/(2ﬂ_)390(k:,t)elk'm P (1.2.42)

Hierbei wurde im letzten Schritt p = hk verwendet. Wir verwenden das gleiche Symbol ¢ fiir
verschiedene Varianten dieser Funktion, was wir durch die Argumente andeuten. Der unterste
Ausdruck entspricht einer inversen Fouriertransformation.

Zur Erinnerung: Funktionenriume und Fouriertransformation

ot 1, = ( [ 1762 d":c);’ (12.43)

Die Menge der Funktionen mit ||f||, < oo heifit LP (und bildet genaugenommen einen Banach-
raum, d.h. vollstdndig und normiert).

Fiir f € L' existiert die Fouriertransformation

F(k) = / F(@)e"*F dng (1.2.44)
Ist ebenso f € L', dann gilt die Riicktransformation
1 o 7o
1@ = o [ S0 (1.2.45)
(2m)"

In der Quantenmechanik ist vor allem der Fall f € L? relevant. In diesem Fall existiert namlich

F(k) = lim F(@)e R dng (1.2.46)
R—00 Jiz|<R

und es gilt f € L. Die Verteilung der Faktoren % auf die d"z und d"k Integrale ist Konvention.
Wir fassen also folgendes als Wellenfunktion im Impulsraum auf:

e(p,t) = /w(i", t)e‘%ﬁ'f d’z (1.2.47)

13



Zur Normierung der Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum erinnern wir an den
Satz von Parseval-Plancherel:

L *(p, 7 1 L5E ki N o—ipE o
W/SO (p7t)80(p7t) dgp: W\[//ehp w (f]},t)e hp w(x/7t> d3p de d3[1}/
7',1) / WP g3y d3y db’

=(2rh)3s3(z—z'),
da [exp(ik(z—a’)) dk=2mé(z—a’)

1 2 3
(5t d°z 1.2.48
(27Th)3 /90 (p7 ) / ‘w ‘ ( )
Die Fouriertransformation erhélt also die L2—Norm.

Interpretation:

1

Wpt) = (2mh

rh) lo(p,t)|*  ist die Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum.

Erwartungswerte im Impulsraum:

(f(0)) %h /f )| d®p (1.2.49)

Fiir das eindimensionale Wellenpaket aus dem Abschnitt 1.2.5 berechnen wir z.B.
1 _d ip?
o(p,t) = (87rd2)1e‘ 2 (P=Po)* =7 gy (1.2.50)
o0 2d? 2
(p) = V8nd - / pe” 12 (p—po) dp

27ch
v/ 24> v/ © 242
— 87rd/ (p_p0>e—hT(p—po)2 dp + Sﬂdp()/ o~ iz (P—p0)? dp
2rh  J_o 2mh oo

2dpy | h?
= \/720 ng = po wie erwartet. (1.2.51)
T

Berechnung des Impulserwartungswertes direkt aus der Ortswellenfunktion:

3

0 = s | ¢ OB &

= /¢*(f, t)?%(f, t) d*z (1.2.52)

14



Fiir die partielle Integration haben wir benutzt, dass geméfl des Satzes von Gaufl das Integral
iiber eine Divergenz verschwindet, sofern der Integrand fiir |Z| — oo schnell genug abfillt, so dass
der Oberflachenterm vernachldssigbar ist:

/ﬁﬁ(f) d%:;ﬁ F(&)-dA F(&) = f(?)&
%4 °)%
| oet@ #a=g @i (@) = gD
|4 4 ov
-2 @) o= [ w@ L g@ da Z)h(Z)é; - dA
[ s@5mn@ @ == [ wasi@ das ¢ a@ne-ad (12.53)
=0

Wir stellen fest: Der ,,gesandwichte“ Term ist genau der im Abschnitt 1.2.2 postulierte Impuls-
operator.

Entsprechend kénnen wir aus der Wellenfunktion im Impulsraum den Ortserwartungswert be-
stimmen — an der Struktur obiger Rechnung &ndert sich dann nur das Vorzeichen in den Fourier-
Exponentialfunktionen.

68

— 1 * /[ = P — 3 . = _ gm

(T) = (27Th)3/90 (P, t)ihV (P, t) d°p mit V, = @ (1.2.54)
op=

Bezeichne nun O = Z, p entweder den abstrakten Orts- oder Impulsoperator, deren konkrete Form

von der Verwendung im Orts- oder Impulsraum abhéngt. Dann gilt fiir den Erwartungswert:
X [ = — ]_ /- N

wobei fiir O folgendes einzusetzen ist:

abstrakte Bezeichnung | Ortsdarstellung | Impulsdarstellung
Ort 7 7 ihV,
Impuls P 'V, D

1>

>

In Kapitel 3 zeigen wir, dass sich diese ,,Sandwich-Formeln“ direkt auf andere Observablen und
deren zugeordnete Operatoren verallgemeinern lassen.

1.2.7 Vertauschungsrelationen

Beim Wechsel zwischen Orts- und Impulsraum ist also fiir einen allgemeinen Operator A in ge-
eigneter Weise zu ersetzen:

A(Z, V) «— A(p, V) (1.2.56)
Ist eine Gleichung
G(A(#,Vy),B(#,Vy),...) =0 (1.2.57)
im Ortsraum erfiillt, so sollte diese auch im Impulsraum gelten:
G(AF, V), B(F, V), ...) =0 (1.2.58)

Fiir zwei Operatoren A, B ist insbesondere der Kommutator (,, Vertauscher“) niitzlich:

[A,B] = AB — BA (1.2.59)
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Beispiel:  [z;, pj]
1. Ortsraum:

h h h h h
[mi,pj] = :Ul;vj — ;vjxl = l‘lzv] — ;51] — ;Cblv] = ’Lh 5@‘ (1260)
Kronecker—d

Das Resultat ist eine C - Zahl, sollte also {ibereinstimmen mit der Rechnung im

2. Impulsraum:

[{L‘Z’,pj] = Z'hvpipj - pjihvpi = Zh(s” + Z.hpjvpi - pjiﬁvpi = ZFL(SZ] (1.2.61)

Weitere wichtige Kommutatoren (Rechnung im Ortsraum):

[xi,a;j] =0 (1.2.62)
[pi,pj]l = —h*(V;V; — V;V;) =0 (1.2.63)
h2V? EAVER % h
H,ai] = ———uwi + =——V;=—i—p; 1.2.64
[H, @] om T T, mv “m? (12.64)
h h V(xz
[H,pi] = V(%) Vi = = ViV(7) = z‘haaf) (1.2.65)

Fazit:

Operatoridentitéiten, insbesondere Kommutatoren, sind niitzliche und darstellungsunabhingige
(Orts-/Impulsraum) Gleichungen in der Quantenmechanik.

1.2.8 Orts-lmpulsunscharfe

Betrachte man wieder das Gaufy’sche Wellenpaket

1 _ (z—vt)?
’w(l’,t)|2 = m -e 2d2(1+A2) — Az = d\/ 1 + AZ (A = 2;;;) (1266)
2d?
lo(p, t)2 = 2V27d - ¢~ 77 @~P0)? (1.2.67)

Schwankungsquadrat fiir den Impuls:

BoP = (o= W)P) = (0= = 5 [ =2l o

3
- 2mdﬁ< i ) _ i (1.2.68)
orh 2 \v2d 4d2
= Ap = E (1.2.69)
2d
wobei wir -
/ 22e™ " dy = TWOF% (1.2.70)

benutzt haben.
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(1.2.71) Heisenberg’sche

AxAp >
Unschéirferelation

[N~

Diesen Spezialfall der Heisenberg’schen Unschérferelation kann man verallgemeinern. Die Unglei-
chung gilt nicht nur fiir Gau3’sche Wellenpakete, sondern auch fiir weitere Paare von Observablen.

Zusammenhang der Unschirferelation mit MeBBprozess:
e Die Zeitentwicklung von (%, t) ist deterministisch

e Nichtdeterministisch ist hingegen die zeitliche Entwicklung von Messgrofien (Observablen)
wie z.B. (Z), (p), AT, Ap etc.

Die Unschérferelation ist also eine Aussage iiber die simultane Messung von Ort und Impuls.

Betrachte z.B. einen Detektor mir der Ortsauflésung dx
— Ein Teilchen wird am Ort zy gemessen.

— Skizziere die Wellenfunktion unmittelbar vor/nach der Messung:

2 lepes )
[¥tx, 6] A
M

;x x 5)! X

T 7 ot }

xa Xo

unmittelbar vor der Messung unmittelbar nach der Messung

d>x d=~dx

e Offenbar reduziert die Messung die Ortsunschérfe und erhoht die Impulsunschérfe.

e Da A wichst, flieit das Wellenpaket rasch auseinander.

Unmittelbar nach der Messung gilt ndherungsweise: zy(z,t) ~ zo(z,t)
— Man sagt die Wellenfunktion ,, kollabiert* in einem Eigenzustand von x mit Eigenwert xq
(— prézise Fassung dieser Begriffe in Kapitel 3).

Die Bestimmung der vollen Wahrscheinlichkeitsverteilung wird durch haufige Wiederholung
der Messung mit gleich priapariertem Anfangszustand realisiert.

17



Messung durch Ausblenden

Fasse die obigen qualitativen Argumente quantitativer durch Festlegung der Prozedur der Orts-

messung.
S
I A
q
w A Es soll gelten:
Z
2mh
A= 0 < ox
7 Z

e vor dem Spalt:

e
Il
SRS
<t

(p) = péy - i(FF—wt)
AF=0 — Y(Z,t) x e

e hinter dem Spalt:
Az ~ dx

klassisch:

Ap=0 — AzAp=0 (im Widerspruch zur Unschirferelation)

quantenmechanisch: Der Strahl wird gebeugt — Interferenz
1. Minimum im Winkel
A 27h 1 2mh
a~ — & — =

ox  p Az Axp
Impulsunschirfe durch Beugung: Ap, =~ pa

Ap, 2
P zﬂ:AxApIQQWh

P Azp

im Einklang mit der Unschérferelation (saturiert diese aber nicht).

Messung durch Streuung mit Photonen

(1.2.72)

(1.2.73)

(1.2.74)

(1.2.75)

(1.2.76)

(1.2.77)

e Aus der Optik bekannt: maximale Auflésung eines ,,Mikroskops“: Az ~ A (Wellenléinge des

Lichts)

o py,=hk = z%h Impuls des Photons
— Streuung mit Elektron fiihrt zu Ap ~ p,
— AxAp ~ 27h

Messungen fiihren zu einem ,, Kollaps“der Wellenfunktion.

Im Prinzip kann die Wellenfunktion so verallgemeinert werden, dass diese auch den Messapparat
umfasst. Jedoch: Auch die Messapparatur wird wieder abgelesen /beobachtet. Die Grenze zwischen
Quantenzustand und Messapparatur ist somit willkiirlich (,,Demarkationsproblem*) aber irrele-
vant fiir die Vorhersagen, sofern der Messapparat klassisch beschrieben werden kann. In Kapitel 3
werden wir unter anderem aus diesem Grund noch quantitative Kriterien fiir die Anwendbarkeit

der klassischen Physik formulieren.
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2 Einfache eindimensionale Probleme

Bevor wir die Ergebnisse aus Kapitel 1 in einen abstrakteren aber auch allgemeineren und vielseitig
anwendbaren Formalismus einbetten, wollen wir noch etwas Intuition entwickeln. Wir betrachten
dazu grundlegende Beispiele zur Losung der Schrodingergleichung in eindimensionalen Potentia-
len.

2.1 Voriiberlegungen

Die eindimensionale Schrodingergleichung lautet:
n? 02
- 2m 0x2

=H

ih%@b(z,t) = ( + V(a:)) Y(x,t) (2.1.1)

Bei zeitunabhingigen Potentialen separiert die Wellenfunktion in einen Zeit-, sowie einen Orts-
anteil:

b, t) = p@)e B 5 Hy(w) = Bu(a) (2.1.2)
Man bezeichnet die Menge der Eigenwerte { E} dieses Eigenwertproblems als Spektrum.
Stetigkeitsbedingungen:
Falls V (z) stetig ist oder hochstens endlich viele Unstetigkeiten aufweist, dann folgt wegen
2m

V(@) = 25 (V@) = B) ¥a) (21.3)

dass " (x) hochstens endlich viele Unstetigkeiten hat (f'(x) = 8% f(2)). ¥(z) und ¢'(z) miissen
deshalb stetig sein.

Paritit:

Hiufig haben wir es mit paritdtssymmetrischen (spiegelsymmetrischen) Potentialen zu tun:

V(z)=V(-z) = H(z)=H(-x2) (2.1.4)

Pf(z) = f(—=) (2.1.5)

Im spiegelsymmetrischen Fall gilt
PH(x)(x) = H(—z)p(—x) = H(x)p(-x) = H(x) Py (x)
= [H,P]=0 (2.1.6)
Sei ¢ Eigenfunktion von P zum Eigenwert o
Py(z) =y(—z) = ay(z) = P¥(x) =) = a®P(z)

= a=+1 (2.1.7)

Wir bezeichnen:

a = +1 ,gerade“Paritat < symmetrische Wellenfunktion

o = —1 jungerade“Paritdt < antisymmetrische Wellenfunktion
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Betrachte nun Eigenfunktion von H mit [H, P] = 0. Wegen H (x)y(z) = E¢(x) folgt
0= (H(z) ~ B)(a) = P (H(z) — B)(x) = (H(x) - E) P(x) (218)

Py(x) = 1(—=x) ist also ebenso eine Eigenfunktion zum Eigenwert E.

Yi(z) = % (¥(x) £ 9(—x)) ist damit simultan Eigenfunktion von H zum Eigenwert £ und von

P zum Eigenwert £1.

Fazit: Wir konnen fiir spiegelsymmetrische Potentiale nach rein geraden und rein ungeraden
Losungen suchen.

2.2 Potentialtopf

Betrachte nun das Potential Vex)
V(e)= —Vp-O(a—|z) mit O(x)= { ; E ! ig (2.2.1) B . X
> _ S
Dies ist ein vereinfachtes Modell fiir kurzreichweitige Potentiale, bei-
spielsweise in der Kernphysik oder an Storstellen in Festkorpern. -V,

Betrachte hier gebundene Zustinde —Vy < E < 0. In diesem Fall wird die zeitunabhénige
Schrodingergleichung zu

2 1
"= fh—gnEw = K21 mit k= %\/meE fir |z|>a (2.2.2)
"= 2 4 By = —g? it g=\Em(ETV) fir |r<a (22
——ﬁ(VoJr W =—q" mit ¢ = m(E + Vo) ir |zl <a (223
symmetrische Losungen: antisymmetrische Losungen:
[ Sicos(gx) fur |z[<a [ Aisin(gqr) fir |z| <a
Y(w) = { SpeTre fiir = z +a v(x) = +A5eT  fiir 2z z +a (2.24)

e Auflenbereich: klassisch verboten, da V = 0 > F ist. Die exponentiell abfallenden
Losungen wurden hier gewéhlt, da nur diese normierbar sind.

e Innenbereich: klassisch erlaubt, da V;; < F ist. — oszillatorische L&sungen.

S1/2 und A /5 sind Integrationskonstanten, die aus den Stetigkeitsbedingungen (Anschlussbedin-
gungen) und der Normierung folgen. Zur Bestimmung des Spektrums benétigen wir fiir diese
jedoch keine explizite Losung.

Anschlussbedingungen fiir symmetrische Lésungen:
Betrachte z = a (x = —a folgt wegen der Symmetrie):

Y(x) stetig = Sjcos(qa) = Sae” (2.2.5)

Kra

Y (z) stetig = ¢Sisin(qa) = kSse”

K -k a
an(qa) . VT B oder gatan(qa) = ka h\/ m ( )
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Definiere die dimensionslosen Parameter ( = £1/2mVy und z = qa:

CLQ CL2 a2
-2 = 23 (2mVp) — o5 (2mE + 2mVp) = —52mE (2.2.8)
ztan(z) = /(% — 22

(2.2.9)

Diese Gleichung ldsst sich nicht in geschlossener Form l6sen. Es ist jedoch leicht, den Zusammen-
hang graphisch darzustellen:

r -I |‘I i
6F Il ‘I‘ “\

| I>| '-.aﬂ
sE L\ (N
WF lll'. \ blau: tan(z)

|“ ‘\\
3 “. ED 2 L2

\ rot: Y~ i c— 948
2k \ z
— & 8
1f o e
\\
1 \ I zz' 1 o 1 Z

0.0 7,' 0.5 1]' Lo 1.5 p' 2.0 ,T 2541

Man erkennt, dass es eine endliche Zahl von Losungen z, gibt. Diesen zugeordnet sind die dis-
kreten Energiewerte

h? 2 2 2721
E, = ol (C*—2)=—-W <1 — <2> (2.2.10)

Die Quantenmechanik liefert also eine Erklérung fiir die Beobachtung diskreter Energieniveaus.
Wie wir spéter sehen werden, gilt dies insbesondere auch fiir das Wasserstoffatom.

Anschlussbedingungen fiir antisymmetrische Lésungen:
Betrachte wieder x = a:

P(z) stetig = Apsin(ga) = Agze™ " (2.2.11)

Y (z) stetig =  —qAjcos(qa) = kAge " (2.2.12)

= cot(qa) = cos(aa) _ & _ —1/ -k oder gacot(qa) = —ka = 2 omE (2.2.13)
1 ~ sin(ga) ¢ W+ E e %) = - h -

= —zcot(z) = /(% — 22 (2.2.14)

Graphisch:

blau: — cot(z)

2 _ L2
rot: Y& T g c—2.4.8
4
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Wiederum gilt:

52
(3
E,=-W <1 — <—2> (2.2.15)
Ex
Vo
o 05 0.5 io Zusammengefasst erhalten wir fiir
gl ¢ = 8 folgende Eigenwerte.
s
osl blau: Eigenwerte zu
) | N symmetrischen Losungen
=06
3 rot: Eigenwerte zu
—osf antisymmetrischen Lésungen
Z
Bes 1

Die Wellenfunktionen haben folgende Form:

-1.0~

Die Eigenfunktion zum n—ten Eigenwert hat also n — 1 Knoten (Nullstellen).

Die Diskretisierung erweist sich also als Konsequenz der Normierbarkeit (| (x)|? Ny 0). Mit
T—r 00

diesen Randbedingungen existieren fiir den Potentialtopf nur endlich viele Losungen.

2.3 Aligemeine Folgerungen aus der eindimensionalen Schrédingergleichung

Der Potentialtopf mit Symmetrieeigenschaften und diskreten gebundenen Zustédnden ist in der
Tat exemplarisch. Die obigen Ergebnisse lassen sich jedoch in qualitativer Weise verallgemeinern.
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Notiere nochmals die eindimensionale, zeitunabhéingige Schrodingergleichung;:

82
W¢(3«")

2m
~ Rz

(V(z) = E) ¢(x)

(2.3.1)

Zunéchst gibt es unendlich viele Losungen, welche fiir beliebige Energien E durch zwei Randbe-

dingungen (an ¢ (z) und v’ (x) fiir einen beliebigen Punkt z) eindeutig bestimmt sind.

Jedoch: Mit den Randbedingungen (x) —i>0 existieren Losungen nur fiir bestimmte Energien.
T—T 00

Betrachte dazu folgende Situation: sei £ < 0 (gebundener Zustand)

U(y)
N m
o 0 Unilipuntcie w"-o
- x

0 F o =

Vo -E >0 Vix)-E<o Vex)-E20

L:"sma konwvzx Zer Lé’SfmJ botetr 2ur lb}w? kovtvex 2w

x-Adrse ¥ < Achse x - Adhse

V—:A,at i;r (f;:,(‘ » e x Y= ,4319 .;y

fﬁ1¥¥_>x +Bz*'_%>)( 1' 53”47,(
hs:%ﬁp«« ¢4
e Lose ,von links nach rechts® fiir verschiedene E < 0:
B =0 (2.3.2)
e Stetige Fortsetzung von ¢ (z1) und ¢’(z1)
A2 = Oég(E)Al (233)
By = fa(E) Ay
e Stetige Fortsetzung von v (z2) und ¢’ (z3)
/\p}(E—)
A3 = Ckg(E)Al (235)
Bs = p3(E)A;

e Fiir die Normierbarkeit fordern wir je-
doch B3(E) = 0. Dies ist jedoch nur
moglich fiir diskrete Werte von f3(E)
(Abbildung rechts).

e Dies ist auch anschaulich klar: Gehe von E < Ej aus und erhohe FE. Die Grundzu-
standslosung 1o (z) zum Eigenwert Ey hat keine Nullstellen (Knoten). Die Wellenfunktion
¥1(x) zur néchsthoheren moglichen Energie E; hat einen Knoten, usw.

,\Eo H~E B~F  _E

NS \,‘, g

Knotensatz: Die zu F, gehorige Wellenfunktion hat n Knoten.
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Wir werden spéter noch sehen, dass das Auftreten diskreter Energieniveaus fiir gebundene Zusténde
in drei Dimensionen in &hnlicher Weise verstanden werden kann.

Wronski-Determinante:

Seien 9, 5(x) Losungen der eindimensionalen Schrédinger-Gleichung zu den Eigenwerten E, und

Eb:
. 2m
1/%/1,,19(95) + kﬁ,b%,b(x) =0 mit kib — ﬁ(

Multipliziere die Gleichung fiir ¥, mit ¢, und umgekehrt und bilde die Differenz:

Eop— V() (2.3.7)

o (@)t (@) = i) (@) (@) = (K — ka)Ya(@)o(w) = %(Eb — Ea)a(@)tn(x) (2:3.8)

Integriere von xq bis 1 > xg und fiihre die partielle Integration aus:

/wl( o (@) (@) — Uy (2)a(2)) dz = [ (2)vs(x) — y(2)va(@)] )

0

- [ Wi - ) as 2a9)

Definiere die Wronski-Determinante:

oy [Yalz) ()] _ / /
W (a, Yo ) = v (x) () = o ()0} () — (), () (2.3.10)
= (W (o, 5 2)24 = o (B — ) / Yal@hn(a) da (2.3.11)
Niitzlicher Spezialfall:
E=E,=E = W (1, 1p; x) = const. (2.3.12)

Weiterhin haben dann fiir E—V (z = z, s) = 0 beide Wellenfunktionen die gleichen Umkehrpunkte
2
a,b(x = "ET’,S) = 0

Tr,ste
/ (05 (@) () — Py (2)¢a(2)) dz = 0+ O(e?) = 26W (P, P 2 s) + O(e?)  (2.3.13)

r,s—€

A NRTAC) d . a(z)

= —lo

Up(x)  alz) dz ()

= W(Wa, Yoi2rs) =0 = =0 (2.3.14)

= Yu(x) = chp(x) mit ceC (2.3.15)

Sind 1, normiert, dann ist |¢| = 1 und c eine irrelevante Phase.

Mit diesen Uberlegungen folgt, dass zu jedem Eigenwert F,, genau ein Zustand gehért. Man sagt
dann, die diskreten Eigenwerte der eindimensionalen Schrodinger-Gleichung sind nicht entartet.
(Diese Aussage ist andererseits auch anschaulich durch Betrachtung der obigen Funktion f3(FE)
klar.)
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2.4 Unendlich tiefer Potentialtopf

Dieser Fall ist einfacher als der Topf endlicher Tiefe. Es ist jedoch moglich und von Interesse das

Spektrum analytisch anzugeben.
e Potential wie fiir endlichen Topf, jedoch gilt Vj — oc.

e Der Sprung von V(=+a) ist unendlich
= keine Stetigkeit von ¢/ (x = +a), sowie ¥(z) = 0 fiir |z| < a.

Gerade Zustinde:

¢ - oo und ztanz = /(% — 22 = 1 o cos(qz)
3 ) n+1

= 20 = ™

mit z = qa erhélt man

Ungerade Zustéinde:

¢ —oound — zcotz=+/C?— 22 = Y o sin(qx)

n+1
2

= 21 =T, 23 =27, 25 =37, ... = 2z, = T

mit z = qa erhélt man in diesem Fall

¥(x) = Nsin <n2—;

/ SiHQ((n_gl)Wx>dx:a = N:L

_a a

Energieeigenwerte (Spektrum):

d? 2
—5u(x) = 55 (V(2) - E) ()
Abstand zum Boden des Potentials
22 22 B 2212 B h222 B h2n?
Bn = (=V0) =~V (1 a C2> - (W)= ? 0 a?2mV) 07 922m ~ 8a2m
/] E z,
e 2
Z -z
2 F
7 7
7\ E =
7 Z
_y Z i Z ¥
~4 a

(2.4.1)

(2.4.2)

(2.4.3)

(2.4.4)

(2.4.5)

(2.4.6)

(2.4.7)

(2.4.8)

(2.4.9)

(n+1)* (2.4.10)



2.5 Potentialschwelle und Tunneleffekt

Als ein interessantes Beispiel fiir unge- V.E
bundene Zustidnde betrachten wir eine / A
Potentialbarriere. 1F v
(]
Viz)=VWy-O(a—|z|) (2.5.1) o — >
A 1q

und Zustidnde mit 0 < £ < V.

e Kklassisch: Ein Teilchen, welches auf die Barriere stofit wird reflektiert und erfihrt eine Im-
pulsumkehr.

e quantenmechanisch: Neben der Reflexion tritt auch eine Transmission (Tunneln) durch den
klassisch verbotenen Bereich auf.

Wir kénnen unmittelbar die Wellenfunktion in folgender Form angeben:

Aetkr 4 Be=hT  fir 1 < —a k= Q;QnE
()= Ce ™ + De  fir —a<z<a (2.5.2)
Ee** L Fe~ke  fiir z>a o = V2m(Vo—F)
- h

Die Koeffizienten kénnen mit den Stetigkeitsbedingungen bestimmt werden.

Anschlussbedingung bei x = —a:
Ae~ka 4 Betka — Cere 4 De=ra (Folgt aus der Stetigkeit von ¢ (z)) (2.5.3)
ik (Ae*“m — Beik“) = —k (Ce™ — De™"%) (Folgt aus der Stetigkeit von ¢'(z)) (2.5.4)

Driicke dies mittels einer Matrix aus:
e—ika eika A eha e~ Ka C
<e—ika _eika> <B> = (i]f;ena _i;;e—m;) <D> (255)

() (§) e - (MR DT

2 (1 _ %) era—ika (1 + %) e—ra—ika

Wegen der Spiegelsymmetrie des Potentials folgt fiir die Anschlussbedingung bei z = a:

(g) — M(—a) <g) (2.5.7)

Insgesamt folgt somit:

A\ 1 F . Kk _k |k
<B) = M(a)M™ " (—a) <G> mit =4 und 7 = k + - (2.5.8)
B (cosh(2ka) + £ sinh(2ka)) e % sinh(2ka)
M(a)M 1(—a) = ( in s i o —2ika
— %5 sinh(2ka) (cosh(2ka) — £ sinh(2ka)) e

(2.5.9)

Die Matrixoperationen lassen sich mit einiger Rechnung ohne technische Schwierigkeiten nach-
vollziehen.
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Wegen p = ’%(% sehen wir, dass die einzelnen Beitrige zur Wellenfunktion ein- bzw. auslaufende

Teilchen beschreiben.

4 F
—_— E—
G | =
- - A

e Nimmt man an, dass nur von links Teilchen einlaufen, so folgt A # 0, G = 0:

e Die Teilchen werden an der Barriere gestreut, so dass sie in beide Richtungen auslaufen
(Transmission & Reflexion). Es gilt nun die Koeffizienten B und F' zu bestimmen.

Aus der ersten Spalte von M (a)M ~!(—a) erhalten wir
i€ . 2ika
A=F (cosh(Q/m) + Bl smh(21—m)> 2 (2.5.10)
m .
B= —F; sinh(2ka) (2.5.11)
Definiere die Transmissionsamplitude?
F e—2ika

S(E)=— = - 2.5.12
(E) A cosh(2ka) + % sinh(2ka) ( )

und den Durchléssigkeitskoeffizienten

|IS(B)|* = ! (2.5.13)

1+ (1 + %) sinh?(2xa)

Dieser gibt die Wahrscheinlichkeit fiir ein Teilchen an, die Barriere zu durchdringen. Zur Be-
griindung merken wir zunéchst an, dass die freie Wellenfunktion 1(z) = Ke™*® nicht normierbar
ist, da ffooo Y*(x)(x) dz nicht existiert. Dies gilt auch, wenn wir eine der Grenzen durch —a oder
a ersetzen. Jedoch ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte (sieche Abschnitt 1.2.4)

(@) = Re [ (2) 4p(w)| = Re | B0 @) = 1k 2.5.14
i) = Re [ (0) £ (o)) = Re [ (@)L wto)| = K2 (25.14)
Mit K = A, F folgt die obige Interpretation.
Seien jetzt die Hohe und Breite der Barriere so, dass ka > 1.
1
sinh(2ka) ~ 5em > 1 (2.5.15)
e2\ ! 16(rkk)?
= |S(E 2% 1 < 4 —4dra _ —4ka
SEP~ (145) ae 2
_ 6B~ B) e /iy
Vo
da 16E(Vo—E)
—=22, om(Vo—E)+log | ———g—2
_ o nVEmtmE g< Ve ) (2.5.16)

'cosh?(2ka) + % sinh?(2ka) = cosh?(2ka) — sinh?(2ka) + (1 + %) sinh?(2ka)
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Bei Vernachléssigung des Logarithmus im Exponenten folgt die oft verwendete Abschéitzung:

IS(B)>~ e” i V/2m(Vo- (2.5.17)

Vi
Diese ist z.B. niitzlich zur Behandlung kon- f“’s\
tinuierlicher Potentialberge (Siehe Abbildung F / ]
rechts). o / !\, v
©
Q b

Wir vernachlissigen die Bereiche mit F > V() und zerlegen den Berg in N Abschnitte der Linge
dzx.

N
IS(E)[? = He—QdTI 2m(V(@)=E) _ ,—2xi, Y2rm=B g, (2.5.18)

i=1
Mit N — oo folgt schlieBlich

V2m(V(z)—E)
S(B)[? = e 2l (2.5.19)

Als ein Beispiel konnen wir zu einem groben Versténdnis der Lebensdauer von unter a—Zerfall
instabilen Kernen gelangen.

e Fir < R ~ 1072 cm sei das a—Teilchen durch Kernkriifte in einem niherungsweise
konstanten, negativen Potential.

e Fiir r > R iiberwiegt das durch die Coulombkraft hervorgerufene Potential (,,Coulombbar-
riere“). Dieses ist gegeben durch
AV
r
wobei Z7 die Kernladungszahl und Zs = 2 ist, da a—Teilchen Heliumkerne sind.

V(r) =~

(2.5.20)

V(r) [MeV]

20

) o O N

0 = "

2 t 4 (10 "cm)]

R b

=20 [ ams Schwralpl
| 1 Quamibensnedhanie”
D

-40

Wende obige Abschiitzung in den Grenzen a = R, b= £ 1Z26

2/ %\/2m(V(m) ~E)de = 2 QmE/ ,/f ~da
=2 2;?Eb (arccos ( R) JE_ R2> (2.5.21)

an:

b b b2

Falls b>> R (d.h. E < Coulombbarriere), so ergibt sich niherungsweise?:

b1 V2mZy Zse? (7 R
2/a +v/2m(V(z) — E)dz = 2# (2 - 2\/;> (2.5.22)

*arccos(z) = T — z + O(z”)
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__V2mZse? (@ 4 \/Rzl)

= |SE)P=c " \VE TVZe (2.5.23)

Diese dimensionslose Grofie hat noch nicht die Form einer Zerfallsrate (Dimension %) Dazu gibt
es eine zweckméflige und genaue theoretische Behandlung. Da wir durch das Vernachlissigen des
logarithmischen Terms im Exponenten ohnehin nur die Gréf8enordnung abschétzen, soll folgendes
Argument hier geniigen:

Wenn +/(v?) der Erwartungswert der Geschwindigkeit des a—Teilchens ist, dann ,st6ft“ es die
Wand alle —2E_ Zeiteinheiten. Die Lebensdauer ergibt sich also zu

Vo

7= (2.5.24)
(v2) [S(E)[?
Fiir die Halbwertszeit gilt der Zusammenhang
r 1
e T = 5 = T=7In2=0,6937 (2.5.25)
T R1In(2) V2mZye? ( Z; 4 \/RZl)
lo — ] =1lo ———F— | +1o e)|mw - — 2.5.26
€10 <1a) €10 (Wla) glO(T) [ 7 JE 7/ Zge ( )

Euler-e

Wir haben dabei im ersten Logarithmus den Faktor 2 mit 1 ersetzt (fiir drei Dimensionen).

Mit i =1,0546 - 1027 erg s V(02 =109 22
e =4,80324-10"esu R—9.10-1373
m=4-1,67-1024 g Zy — 2 !
1 MeV = 1,602 -10 S erg
T A 2
1og1o <1a> ~ —29+41,7 IE — 1,82} (2.5.27)

vernachlissige MeV
Z1—Abhiéngigkeit

Experimentell sehen wir den Zusammenhang sowohl mit F, als auch mit Z; gut bestétigt.

Die folgende Graphik zeigt zur Veranschaulichung die Lebensdauern verschiedener Isotope

4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0
Energie [MeV]
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3 Formalismus der Quantenmechanik

Bisher:
e Der Zustand wird durch eine Wellenfunktion charakterisiert
e Operatoren wirken auf Zustédnde
Hier soll hingegen die zugrundeliegende mathematische Struktur identifiziert werden:
e Zusténde als Vektoren in einem Hilbertraum
e Operatoren als lineare Abbildungen innerhalb dieses Raumes

Wir gehen hier von einem anwendungsbezogenen Standpunkt aus. Insbesondere werden wir nicht
die Vollstindigkeit des Hilbertraums der Quantenmechanik zeigen. Auflerdem behandeln wir
Zusténde zu kontinuierlichen Spektren auf die fiir praktische Rechnungen und Probleme an-
gebrachte Art, wihrend in der Funktionalanalysis oder mathematischen Physik dies in leicht
gednderter Weise (Schwartz Raum) behandelt wird.

3.1 Hilbertraum

Ein Hilbertraum H ist
(1) ein reeler oder komplexer Vektorraum,
(2) mit einem Skalarprodukt,
(3) welcher vollsténdig beziiglich der iiber das Skalarprodukt induzierten Norm ist.

Zu Punkt (1) erinnern wir an die Definition aus der linearen Algebra: Ein Vektorraum V ist eine
Menge mit einer Vektoraddition & : V x V' — V und einer Skalarmultiplikation ® : KxV — V
mit skalaren aus einem Koérper K (fiir einen Hilbertraum gilt entweder K = R oder K = C).

Vektorraumaxiome:
o Assoziativitit: u® (v w) = (udv)dw Yu,v,w eV
o Kommutativitdt: uv=v®du VYu,veV

e Nullvektor: 30 € V, sodass gilt: v 0=v Yo eV

Inverser Vektor: Zu jedem v € V existiert (—v) € V, so dass gilt: v & (—v) =0

Distributivgesetz beziiglich Vektoraddition: a® (u®v) = a@ud®aG®v mit « € K& u,v € V

Distributivgesetz beziiglich Addition von Skalaren: (o + ) @v=a@v@® Ov
e FirleKygilt: 1Gov=v YoeV

Zur Unterscheidung von den Operationen +, - in K haben wir hier die Vektorraumoperationen
umkreist. Da sich allerdings aus den Operanden stets ergibt, welche Operation gemeint ist, werden
wir diese unterschiedliche Notation nicht mehr weiterverfolgen.

Nun zu Punkt (2) Skalarprodukt. Wir besprechen K = C (wodurch der Raum mit dem Skalar-
produkt als unitdrer Raum bezeichnet wird). K = R folgt direkt als vereinfachter Fall.

e Bezeichne die Elemente von #H nun als |a) (,Dirac-Ket“), wobei « ein Index ist.
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e Bezeichne
o lag + ag) = |ou) + |aw) fiir |ag2) € H
o |ea) = ¢ |a) = cla) fir |a) € H,ce C

e Skalarprodukt: |«a), |8) — (a|8) € C
Verlange folgende Eigenschaften:

(¢]

(a]B) = (Bla)* (* bedeutet komplexe Konjugation)

(alB1 + B2) = (alfr) + (] B2)

(alcf) = cfalB) = (c*al8) mit c € C

(ajay >0V |o) € Hund (a|a)y =0 < |a) = |0), wobei |0) der Nullvektor ist.

(e]

e}

e}

e Induzierte Norm: ||a|| = v/{a|a)
Beispiel 1
ai B
C™ ist ein unitdrer Raum. Sei |a) = | : |, |B)=| ¢ | mit a4, B; € C, dann ist
an /877/
(a]8) = Za*ﬂz (3.1.1)

ein Skalarprodukt im obigen Sinne.

1
lal| = V{ala) = <Za az> (3.1.2)
Beispiel 2

Fasse den Raum L? (quadratintegrable Funktionen) als einen kontinuierlichen Grenzfall von Bei-
spiel 1 auf (d.h. Index i — Koordinate Z). Es sei nun also |¢) der Zustandsvektor zur Wellenfunk-

tion ¢ (%) (4(Z) — [¥) und p(Z) — |¢)).
e Definition des Skalarproduktes:

Wloh = [ v @@ a's (3.13)

11l = /[ 19 (@)]? &z =[]l (3.1.4)

Die meisten der Eigenschaften als unitérer Vektorraum sind klar. Wir priifen noch nach:

e Induzierte Norm:

1Y), o) € L = |+ ) € L? (3.1.5)

Benutze dazu die Dirac-Notation und beweise zunéchst die Schwarzsche Ungleichung:

[l < 11 ]l (3.1.6)
,Parallelkomponente“ von |p) zu |¢):
(V) (pld) : _ loly)
oy zZlp)y  mit oz = ) eC (3.1.7)
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Orthogonale Komponente:

1€) = lo) — 2|¥) (3.1.8)
= (Y|() =0 und |p) = z[¢) + () (3.1.9)

Berechne nun:

llol? = [l29 + |1 = (29 + (|2t +¢) = 212 (W) + (CIC) + 2* (I¢) + 2(C|v) > |2*(y]¥) (3.1.10)

—0, wegen (]¢)=0

[{pl)?
ol (3.1.11)

= lol® 2

woraus die Behauptung folgt.

Mittels der Dreiecksungleichung ||¢) 4 ¢|| < [[]| + ||¢|| folgt die Normierbarkeit von |1 + ¢)
und somit [ + ¢) € L.
Beweis der Ungleichung:

1+l = 111 + [lell* + (1) + (ple) < 117 + el + 20l < 119l + el + 2]l [l
—_———— T

=2Re[(¥|p)] Schwarz
(3.1.12)

und wir gelangen zur Behauptung.

Zu (3) merken wir an: Vollstédndigkeit bedeutet, dass jede Cauchy-Folge (Abstand der Folgenglie-
der wird kleiner und letztlich beliebig klein) beziiglich der Norm innerhalb von H konvergiert.

Beispiel
1 =3 xo = 3,1 r3 =3,14 x4 = 3,141 x5 = 3,1415 zg = 3,14159

Es gilt also z; € Q (rationale Zahl), jedoch

lim z, =7 ¢ Q, jedoch weR (3.1.13)
n—o0
Der Korper Q ist im Gegensatz zu R also nicht vollstdndig. (Anmerkung: R ist als Spezialfall von
R™ damit sowohl ein vollstandiger Korper als auch ein Hilbertraum.)

e Der Nachweis der Vollstindigkeit von L? ist technisch schwierig und bedarf des Konzepts
des Lebesgue-Integrals zur Erfassung pathologischer Falle. Wir fithren hier keinen Beweis.

e Quadratintegrable Wellenfunktionen, welche Wahrscheinlichkeitsinterpretationen zulassen,
bilden also den Hilbertraum L?.

e Die Schrodingergleichung ist 1. Ordnung in ¢. Die Wellenfunktion charakterisiert also den
quantenmechanischen Zustand eines Punktteilchens ohne Eigendrehimpuls (Spin).

e Ordne der Wellenfunktion (%) den abstrakten Zustandsvektor [i) zu.
(@) o |) (3.1.14)

Wir werden schlieSlich fiinf Postulate der Quantenmechanik identifizieren. Die Uberlegungen hier
fithren zum 1. Postulat:

Der quantenmechanische Zustand eines Systems wird durch einen Zustandsvektor in einem
separablen Hilbertraum H beschrieben.
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Anmerkung: L? ist der Hilbertraum fiir die Ortswellenfunktion (co—dimensional).

Fiir weitere Eigenschaften von Teilchen (z.B. Spin) werden weitere geeignete Hilbertrdume, ver-
schieden von L?, benétigt. Die Kombination mehrerer Eigenschaften oder mehrerer Teilchen er-

folgt mittels des Tensorprodukts (wird noch in Kapitel 8 eingefiihrt).

Ggf. interessieren wir uns nicht fiir die genaue Ortswellenfunktion. Kann z.B. ein Teilchen (néherungsweise)
nur zwei verschiedene Positionen annehmen, dann ist C? ein geeigneter Hilbertraum.

| Teilchen in Position 1) = <(1)> | Teilchen in Position 2) = (?)

Anmerkung zum Begriff ,,separabel:

Definition: eine Untermenge M C H heifit dicht in H, falls H die Menge aller aus M gebildeten
Grenzwerte ist.

Definition: Gibt es abzdhlbare Untermengen, die dicht sind, dann heisst H separabel.

Wie bei der Vollstindigkeit iibergehen wir hier den Beweis der Separabilitit von L2

Basissysteme

Aus der Separabilitit folgt 3 {|a;)}, so dass fiir jedes |1)) € H gilt?:

) = ZC¢|041'> mit ¢ = (a;[) (3.1.15)

i

Gilt weiterhin (a;|a;) = 6;; (Orthonormalitétsrelation), dann ist {|o;)} ein vollsténdiges
Orthonormalsystem (,,Orthonormalbasis®).

Die Existenz der Entwicklung fiir beliebige |¢) ist dquivalent zur Vollstindigkeitsrelation

Z lai){ai| = 1 (3.1.16)

mit 1]y) =, da
) =D alai) = la)(ail) = 1) (3.1.17)

3.2 Dualraum

e Bisher ist (1| nur im Skalarprodukt aufgetreten.

e Eine eigenstidndige Definition ist nicht notwendig, aber oft niitzlich.

Betrachte lineare Funktionale

Fo:H—C; [¢) = (plth) (3.2.1)

wobei linear heifit:
Fo(eir) + e2lv2)) = crFu([¢n) + caFp([th2)) (3.2.2)
mit ¢12 € C und |91 2) € H. Der Dualraum ist H* = {F,}. Dieser ist selbst ein Vektorraum, da
Forvoa ([9) = Fou ([90) + Foo (1)) und - Fop(|4)) = " Fy([9)) (3.2.3)

selbst in H* sind. Der Dirac-Bra ist dann (p| = F,,.
Hlai)} = {laa), laz), as), ...}

33



3.3 Kontinuierliche Basiszustande

Obige Entwicklung von Zustédnden in einer abzéhlbaren Basis funktioniert nicht fiir alle wichtigen
Anwendungen.

Beispiel aus Abschnitt 1.2.6:

3 i
¥ = [ Gy o7 77 (3:3.1)

1T Koeffizient

nicht Orthonormal-
abzahlbar system

Problem: ,
er?? ¢ 2 (3.3.2)

e Mathematische Physik: verwende an Stelle von L? den sogenannten Schwartz-Raum.

e Anwendungsbezogene, pragmatische Losung: Verlange in diesen Féllen keine Separabilitéit
und erweitere den Hilbertraum um nicht abzihlbare Basis. Definiere dazu zunéchst die

Ortsbasis
Eigenfunktion zum Operator Z mit Eigenwert Z':
VY (T) = 03(Z — &) +— Ty (T) = g (D) (3.3.3)
Zuordnung vom Eigenvektor:
vy — |2) (3.3.4)
Orthonormalitit & Vollstandigkeit:
(7|5 = /53(3? _ B (@ — &) BB = B F — ) (3.3.5)
Ortswellenfunktion:
wld’) = @) = [ 8@ - Du@) ds (3.3.6)

Noch einmal die Vollsténdigkeitsrelation:
[em@e ¢ = [c@emda=lo =+ [m@Eae=1 @30

Zustand aus Wellenfunktion:
v) = [120(@) % = [ 12)(a10) d% (3:3:8)

Fazit:

Dem abstrakten Zustand |¢) kann eine Ortswellenfunktion ¢(Z) = (&|y) zugeordnet werden
und umgekehrt, ¥ (&) «+— [¢). Die Ortswellenfunktion kann als nicht abz#ihlbare Menge von
»Entwicklungskoeffizienten* in der kontinuierlichen Basis {|Z)} aufgefasst werden.

Impulsbasis
Definiere |p) durch die Ortswellenfunktion des Impulseigenzustands:

i
(Z|p) = en?™ (3.3.9)
Orthonormalitat:

7 = / )2)

i}
Sy

) dPz = / enP=P)T g3y — (27h)36% (5 — ) (3.3.10)
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Impulswellenfunktion aus Zustand |p):

o) = [ P T@) do = [ (1) ate) d = @lo) (3:3.11)
Vollstandigkeit
von |Z)

Vollstandigkeit:

- [ @@ da = qlo (3.3.12)
s [ @ =1 (3313
Gmny | W)W = 3.
wobei die folgende Integration nach p benutzt wurde.
IR - T NI p gy
(2rh)3 %ﬂeﬁﬁ' &°p = (F|2') = 6°(7 - 7') (3.3.14)
=(z|p) =@z

Zustand |¢) aus Impulswellenfunktion:

1 1
= — )P dp = ——— ) (p|) d3 3.3.15
) @nh)? /so(p)lm P = i) / |p)(7'1y) d°p ( )
Wir kénnen also kontinuierliche, vollstédndige Orthonormalsysteme folgendermafien spezifizieren:
b
18) = / ((j\)/,m de mit b(e) = (]B8) und ('|e) = Nd(e — &) (3.3.16)

Obige Rechnung fiir |7) ergibt sich dann als Verallgemeinerung auf drei Dimensionen.

Anmerkung: In Systemen mit gebundenen und ungebundenen Zusténden haben die vollstédndigen
Orthonormalsysteme sowohl abzéhlbare, als auch kontinuierliche Anteile.

Die Definition der Basis wird von manchen Autoren so vorgenommen, dass stets N = 1 ist. Wir
halten es hier fiir niitzlicher, uns die Freiheit zu nehmen, A/ von Fall zu Fall festzulegen.

Zusammenfassung

Ortswellenfunktion, Impulswellenfunktion und auch die Entwicklungskoeffizienten in abzéhlbaren
Basen sind verschiedene Darstellungen eines abstrakten Zustands |¢):

e Ortswellenfunktion: V(X)) = (Z]Y) +— ) = /1/;(:3’)|f> A3z kontinu-
. 1 ierliche
o Tmpulswellenfunktion: () = (7}%) ¢ ) = s [ @)1 &% | Basen

o Entwicklungskoeffizienten: ¢, = (n|¢) bzihlb
abzéhlbare

e [w) = ealn) =D |n)(nlv) = [¢) [ Basen

3.4 Lineare Operatoren

Definition: Operator A: Dy — W4 mit Day,WyqeH D 4: Definitionsbereich
A: o) —|B) Dyy: Wertebereich
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Definition: Linearer Operator:
A(cl\a1> + 02‘042>) = 61A|041> + CQA‘O[Q> Y ‘04172> € DA,CLQ eC (3.4.1)
Die fiir die Quantenmechanik relevanten Operatoren sind linear.

Definition: Gilt a,|n) = A|n), dann ist |n) ein Eigenvektor (Eigenzustand) von A und a,, ist
der zugehorige Eigenwert.

Definition: Der zu A adjungierte Operator A' hat die Eigenschaft:

(| Ap) = (ATYlg)  fiir [¢), |¢) beliebig. (34.2)

Bemerkungen:
o (Y|ABy) = ((AB)lp) = (ATy|By) = (BT ATy ) = (4B)' = BA"  (3.43)
o (Y|Ap) = (ATylp) = (plATY)* = (AN o))" = (WI(ADTe) = (ANF =4 (3.4.4)

Schreibweise: (1| A|p) := (Y| Ap) = (AT|p)

Definition: A heiit hermitesch oder selbstadjungiert, wenn Af = A.
Beispiele:
Der Ortsoperator ist hermitesch, denn

(W|Ep) = / (@) (@) de = / T (D)p(7) & = (T]p) (3.4.5)

Der Impulsoperator ist hermitesch, denn

wule) = [ (390@) w@ o= - [ (490@) ot

7

P / 1/’*(5)?6%0(5) d*z = (P[pe) (3.4.6)

Mit obiger Bemerkung folgt sofort: Der Hamiltonoperator ist hermitesch.

In den folgenden allgemeinen Diskussionen verwenden wir abzéhlbare Basissysteme. Die Resultate
lassen sich aber leicht auf kontinuierliche Basen iibertragen.

Ein hermitescher Operator A hat folgende wichtige Eigenschaften:

(1) Die Erwartungswerte sind reell:
(alA]B) = (AlalB) = (8|ATa)* = (B]A]a)* (3.4.7)
Mit |5) = |a) folgt die Behauptung.

(2) Die Eigenwerte sind reell:

ala) = Ala)y = alala) = (a|lAla) o=

(3.4.8)
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(3)

Die Eigenzustéinde sind orthogonal:
Sei ap|n) = An) und nehme zunéchst an, dass a, — a,, # 0 fiir m # n (keine Entartung)

(m|Aln) = an(mln) = (Amln) = (n|Alm)" = ay, (n|m)* = am(m|n) (3.4.9)

= (an — am){mln) =0 "™ (mn) = 0 (3.4.10)

Falls zu einem Eigenwert mehrere Eigenzusténde existieren (d.h. a, # a,, fiir mehrere

n # m), so bilden wir
(m|n) = Cpn
— C'ist hermitesch (CT = (C*)! = C)* (3.4.11)
{nfm) = Cpp

Aus der linearen Algebra ist bekannt: 3 unitdre Matrix U (d.h. UTU = 1), so dass
Cp = U'TCU diagonal ist.

Z w=|U'CU] = Commbun (3.4.12)

mn

Definiere nun
=> MU und (/| =D (r|U, =D UL (7] (3.4.13)

Diese Eigenzustéinde (zu den gleichen entarteten Eigenwerten) sind damit orthogonal:

Z Usio = CDymmOmn (3.4.14)

Die Eigenzustédnde sind vollsténdig, d.h. wir kdnnen ein vollsténdiges Orthonormalsystem
bilden. (Es gelten die obigen Orthonormalitéits- und Vollsténdigkeitsrelationen in ihren
abziéhlbaren oder kontinuierlichen Varianten.) Wir fithren dieses wichtige Theorem ohne
Beweis an und verweisen dazu auf die lineare Algebra.

Die Tatsache, dass hermitesche Operatoren reelle Erwartungswerte haben, entspricht der Er-
fahrung, dass wir experimentell nur reelle Gréflen messen. Nehmen wir wiederum an, dass A
hermitesch ist und driicken wir explizit den Erwartungswert durch die Eigenwerte a,, aus:

an|n) = Aln) ch\n cn = (n1h) (3.4.15)
(| Alp) = Zc em(n|Alm) = JenlPan(nln) = |ea|?(n| Aln) (3.4.16)
Weiterhin ergibt sich fiir normierte Zustinde ((n|m) = dpm):
(WA[Y) = lealan (3.4.17)
> Win)(nly) = @ILe) = (@l) = Z jenl* = (3.4.18)

n

Wir kénnen also |c,,|? als Wahrscheinlichkeit, das System im Zustand |n) zu finden, interpretieren.
(Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist dabei konsistenterweise gleich eins.)

Diese Uberlegungen fiithren zu drei weiteren Postulaten, némlich:

4(C*)! ist die Transposition von C*
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II. Messgrofien entsprechen hermiteschen Operatoren A
III. Die Erwartungswerte sind durch (A) = (| A|¢) gegeben
V. Bei Messung von a,, geht das System in |n) iiber.

(IV. postuliert die Schrodingergleichung.)

Bemerkungen:

e Punkt V. postuliert den ,,Kollaps“ der Wellenfunktion durch einen Eingriff von auien (Mes-
sung). Diese Wechselwirkung wird nicht wellenmechanisch beschrieben und es stellt sich
die bereits erwihnte Frage nach der Trennung zwischen Quantensystem und dem klassi-
schen Beobachter (,,Demarkationsproblem*; vgl. 1.2.8). Wir fassen den ,,Kollaps“ als eine
mathematisch konsistente Weise auf, die experimentell gemessenen Wahrscheinlichkeiten
theoretisch vorherzusagen. Auf die weitere Interpretation gehen wir zunéichst nicht ein.

e Praktisch wird (A) durch wiederholte Messungen durch Bildung des Mittelwertes bestimmt.
Dabei ist das Quantensystem stets im gleichen Anfangszustand [¢)) zu priiparieren.

3.5 Bemerkungen zu Operatoren

Dyadisches Produkt

Fiir |, B) € H ist Dag = |a) (8] ein linearer Operator, ebenso Summen aus dyadischen Produkten.

Beispiel: Ist |n) ein vollstindiges Orthonormalsystem und X ein Operator, dann lisst dieser sich
folgendermafien darstellen:

X=X1=Y Xn)(n|=> |[Xn)(n| mit [Xn)=X|n) (3.5.1)

Inverser Operator
Ist |8) = Ala) ¥ |a, B) dann ist A=! mit A=YB) = |a) der inverse Operator zu A.
(818) = (BlAa) = (B]AAT!|B) = AAT' =1 (3.5.2)
(ala) = (a]A718) = (a|A1Ala) = A7'A=1 (3.5.3)
Unitdre Operatoren
Wie in der linearen Algebra ist die definierende Eigenschaft
U'v=0U'=1 & U'=U"! (3.5.4)

Verwendung in Basistransformationen:

W) =Ul) (3.5.5)
A =UAUT (3.5.6)
= (A) = (Y|Ajp) = W'|A'|Y) = (W|UT UAUT U|y) (3.5.7)

Unitére Transformationen lassen die Observable invariant. Weiterhin erinnern wir daran, dass sich
hermitesche Operatoren mittels unitdrer Transformation diagonalisieren lassen, was von grofier
praktischer Bedeutung ist.
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Funktionen von Operatoren

Fiir eine Funktion mit Potenzreihenentwicklung

oo
=> apz” (3.5.8)
n=0

lasst sich (sofern die Konvergenz gewéhrleistet ist) die Funktion eines Operators A bilden als
A) =" a,A" (3.5.9)
n=0

Transformationen zwischen Basissystemen

Sei A hermitesch und {|n)} die Menge der normierten Eigenzusténde mit a,|n) = Aln) und
(n|m) = dpm. Entsprechend sei {|n’)} ein Basissystem zu hermiteschem A’.
Aufgrund der Vollstdndigkeit kénnen wir entwickeln:

) =Y ealn) = Z dy |0 (3.5.10)

n

und auBlerdem

= Unm|m) (3.5.11)

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass U unitér ist, was wir hier noch einmal explizit zeigen:

ZUnm T|m Upr = UT r = <n/|7'> (3512)
67‘777,
Damit:
> UneUby = el ) i) = (0 1fm') = Lo (3.5.13)
r r Vollstandigkeit

Fiir die Entwicklungskoeffizienten gelten damit die folgenden Transformationen:

dp = (0'|0) = (0] de'|m’> = (n/| ZCTW = ZCTU:n’ (3.5.14)
cn = (n|Y) = (n| Zcm|m (n| Zd8/|s’> = st’Us’n (3.5.15)

3.6 Zeitentwicklung

Wir gehen hier nochmals auf die Schréodingergleichung (Postulat IV), nun im Rahmen des Dirac-
Formalismus ein:

0
Fiir zeitunabhéngige H ergibt sich die formale Lésung:

Z

|1/),t> R H(e= tO)’wa > = U(t7t0>|wvt0> (362)

(Fiir zeitabhéngige H muss insbesondere beriicksichtigt werden, dass i.A. [H(t), H(t')] # 0 fiir
t#£t)

39



Wir sehen (aus der Potenzreihe des Exponentials), dass

U (¢, to) = e 0710 = U2, 1)

U ist also unitér, was so sein sollte aufgrund der Wahrscheinlichkeitserhaltung:

<wat|¢7t> = <¢>tO|UT(t7tO)U(t7t0)|w7t0> = <w7t0‘w7t0>
Heisenbergzustand:
W) g = UT(t, 1)), t) = [, to) — zeitunabhiingig

Heisenbergoperator:
Ay (t) = U'(t,t0) AU (t,tg) —> zeitabhingig

Es folgt die Heisenberggleichung:

d d i) o —iHG i
—Ap(t) = —enrflt=to) g Hl=t) — _ g A

Dies gilt fiir ein zeitunabhingiges A.

Die Erwartungswerte sind unabhéngig vom gewéhlten Bild:

<A> = <¢7t|A|¢’t> :H<w|AHW]>H = <wvt|U(ta tO)UT(tatO)AU(ta to)UT(t,t0)|¢,t>

Fazit:

(3.6.3)

(3.6.4)

(3.6.5)

(3.6.6)

(3.6.7)

(3.6.8)

Die Zeitentwicklung ist unitér. Es existiert neben (dem in dieser Vorlesung verwendeten)

Schrodingerbild das dquivalente Heisenbergbild.

Sofern im Schrodingerbild fiir ein bestimmtes System die Operatoren zeitunabhéngig sind, sind
die Zustdnde zeitabhéngig. Dies ist dann umgekehrt im Heisenbergbild: dort sind die Zustédnde

zeitunabhéngig und die Operatoren zeitabhingig.

Wir fassen nun unsere Uberlegungen und Entwicklungen zusammen.

3.7 Postulate der Quantenmechanik

I. Der quantenmechanische Zustand eines Systems wird durch einen Zustandsvektor in einem

Hilbertraum A beschrieben.

IT. Physikalische Messgroflen entsprechen hermiteschen Operatoren A.

III. Erwartungswerte von A sind gegeben durch (A4) = (| Al1) und beschreiben den Mittelwert

vieler Messungen vom jeweils gleich priaparierten Zustand |[1)).

IV. Die Zeitentwicklung des Zustands ist gegeben durch die Schrédingergleichung

o

(3.7.1)

V. Wird bei einer Messung der Eigenwert a,, festgestellt (a,|n) = A|n)), dann geht die Wellen-

funktion in |n) tiber.
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3.8 Unscharferelation

Als erste Anwendung des Formalismus verschaffen wir uns die allgemeine Fassung der Heisen-
berg’schen Unschérferelation.

Seien zwei hermitesche Operatoren Hj o und ein Zustand [¢) gegeben, definiere:

OH; = H; — (H;) = H; — (| H;|v) (3.8.1)
Schwarz’sche Ungleichung
(SH1$|6 H1y) (S Ha |6 Hato) > [(6H19|0 Hot) (3.82)
= (YIOHT ) (Y[6HE ) > [(Y[6Hy §Haly)[”
1 1
0H16Hy = 5 {(5H1, (5H2} + 5 [5H1, 6H2] (384)
wobei {A, B} = AB + BA der Antikommutator ist.
Bemerke:
{6H,,0Hy}' = {6H,,6Hy} = hermitesch (3.8.5)
[6H:,0Ho)" = —[0Ho, 6 Hy] = antihermitesch (3.8.6)
1 1
(l6Hy OHa|)[* = - (WI{OH:, 6Ha})® +] (|[6Hy, 6 Ha][0) | (3.8.7)
r;gll imaginér

Mit [5H1,5H2] = [Hl,HQ} fOlgt:

[(I0H: 6Ha|y)* > Z|(YI[H, Hal|v)[? (3.8.8)

=

Schwankungsquadrat:
(AH)? = (YI(H; — (Hi))* ) = (YI0H|) (3.8.9)

Die Kombination der beiden Ungleichungen ergibt die allgemeine Form der Heisenbergschen
Unschérferelation

1 allgemeine Form  der
AH\AHy > 3 [([H1, Hal)l (3.8.10) Heisenberg’schen

Unschéirferelation

Uberpriifung des bekannten Spezialfalls (Orts-Impulsunschiirfe):

H1 = T, H2 = DPj, [l‘i,pj] == Zh&w (3811)

= A{L‘Z'Apj > 251] (3.8.12)

3.9 Korrespondenzprinzip und Ehrenfest’sches Theorem

e Quanteneffekte sind eine Konsequenz der Existenz des Wirkungsquantums A

o Ist die Wirkung eines Prozesses > h (oder umgekehrt im Grenzfall i — 0), sollte die
Newton’sche Mechanik als Grenzfall hervorgehen. Die Quantenmechanik beansprucht also,
die fundamentale Theorie zu sein.
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Fragestellung: Wie kénnen wir den klassischen Observablen ihre korrespondierenden (hermite-
schen) quantenmechanischen Operatoren zuordnen?

Korrespondenzprinzip

h -
Ausgehend von p = —V haben wir in Kapitel 1 bereits eine Korrespondenzregel verwendet:
i

o Klassisch:

2
E=_—+V(x) (3.9.1)
e Quantenmechanisch:
i = [ v o (3.9.2)
ot | 2m ’ e

Die zugrundeliegende Regel lautet also:

e Ersetze die klassische Gleichung durch die Gleichung mit Differentialoperatoren, welche auf
die Wellenfunktion wirken.

e Ersetze die klassische Funktion® A(g;, p;,t) durch den Operator A (qi, %B%i’ t).

e Ersetze E durch z'hgt.

Daneben gibt es eine allgemeinere Korrespondenzregel mit Poissonklammern.

Bewegungsgleichung in generalisierten Koordinaten:

C Agipit) = (A HY + O (393
mit der Poisson-Klammer:
{f,9} = Z [g;: g}i - gzigi (3.9.4)
Fundamentale Poisson-Klammern sind:
{4i,pj} = dij und {@i-q;} = {pispj} =0 (3.9.5)
Aus der Bewegungsgleichung folgt:
g = {q;, H} und pj ={p;, H} (3.9.6)

Es sollen nun A, B, C auf der einen Seite klassische Funktionen der generalisierten Koordinaten
und Impulse sein, auf der anderen Seite quantenmechanische Operatoren. Es gilt die folgende
Zuordnungsregel:

klassisch quantenmechanisch

{A,B}=C {A,B}ou =C (3.9.7)

Die Vorschrift {4, B}qar kann nicht gleich der klassischen Poissonklammer sein. Stattdessen ergibt
sich die Korrespondenz mit {A, B}on = —¢[A, B], also

{A,BY=C +— [A B]=ihC (3.9.8)

5¢i : generalisierte Ortskoordinate, p; : kanonisch konjugierter Impuls
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Uberpriife die Regel anhand der fundamentalen Poisson-Klammer:

{zi,pj} =05 «—  [zi,p;] = ihdy; (3.9.9)

Bemerkung: In der Tat kénnte man von der klassischen Lagrangefunktion ausgehen und auf-
grund der Poisson-Klammer den Kommutator fordern. Mit der bekannten Form Z fiir den Orts-
operator fiihrt dies automatisch zu p = %6 Dieses Verfahren nennt man kanonische Quantisie-
rung. In verallgemeinerter Form ist es in der Quantenfeldtheorie von grundlegender Bedeutung.

Zur genaueren Charakterisierung der aus der Korrespondenz folgenden Bewegungsgleichungen
dient das
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Ehrenfest’sche Theorem:
Benutze dazu die Schrédingerleichung und deren hermitesche Konjugation:

0
’Lha|

Mit (A) = (6, /Al ) folgt

Ust) = Hlp,1) it = w1 (3.9.10)

d

50 = (o) A + ol (A ) o)+ tlag oy G

und wir erhalten

q ) A Ehrenfest’sches Theorem
! < 5 > (3.9.12)

&<A> = ﬁ<[H7 A + (vgl. obige klassische Glei-
chung fiir A)

Beispiel: Anwendung auf Z und p’

Benutze aus 1.2.7 die Kommutatoren

B2 - h? - n? - h
H,z) = ——V3z; + 2,—V? = ——V; = —i—p; (3.9.13)
2m 2m m m
h = h ov (&
Hopil = ve) e, - P v = iV (3.9.14)
i 0x;
Damit folgt:
@ =) wd ()= (V@) (3.9.15)
a T\ A al
Die Kombination dieser zwei Gleichungen liefert:
2 —
m——(T) = —(VV(Z)) (3.9.16)
dt ————
Kraft

—

Die klassischen Gleichungen gelten also fiir die Mittelwerte. Allerdings: (Z) und (p’) folgen nicht
den klassischen Trajektorien, da i.A. —VV(¥) # —(VV(Z)).

Die klassische Nédherung ist umso besser giiltig, je genauer das Wellenpaket lokalisiert ist — ver-
gleiche dazu die Abschétzungen in Abschnitt 1.2.5.
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4 Der harmonische Oszillator

Betrachte 9
V(z) = %gﬂ (4.0.17)
Zum Vergleich mit der Quantenmechanik notieren wir die klassische Bewegungsgleichung
0
mi = —%V(x) = —mw’z (4.0.18)
= z(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) (4.0.19)
Die Hamiltonfunktion ist gegeben durch
2 2
p mw- o
H=—+— 4.0.2
o + 5 T (4.0.20)
Fiir die Gesamtenergie gilt damit
1 2 2
B = mi® + %gﬂ - % [(— Asin(wt) + B cos(wt))? + (A cos(wt) + Bsin(wt))?]
2
- %(AZ + B?) (4.0.21)

Der harmonische Oszillator beschreibt in realen Systemen z.B.
e Schwingungszustinde von Molekiilen
e Optische Phononen

e Die elementaren freien Anregungen in der relativistischen Quantenmechanik (— Quanten-
feldtheorie) als Ausgangspunkt fiir stérungstheoretische Rechnungen in wechselwirkenden
Systemen.

Der Quantenmechanische Hamiltonoperator lautet

2 2

p mw- 9
g 4.0.22
om 2 " (4.0.22)
Womit fiir die Schrodingergleichung Hvy = Ev folgt
h2 d2 2
+ 02 () = By(x) (4.0.23)

C2mda? 2

Wir bestimmen die Losungen zunéchst ,analytisch nach den Rezepten aus Abschnitt 2.3. Ba-
sierend auf dem Kapitel zum Formalismus der Quantenmechanik prisentieren wir dazu als erstes
Beispiel die abstraktere und elegantere ,,algebraische“ Methode.

4.1 Analytische Methode

Definiere die dimensionslosen Variablen:

2F mw T
d2 9
= —dwa(w +(e—y)b(y) =0 (4.1.2)
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Wir betrachten das asymptotischen Verhalten fiir |y| — oo:

v
Y(y) ~e 2 (4.1.3)
Diese Nédherung 16st die Gleichung bis auf relative Korrekturen y% Benutzte als Ansatz:
v
U(y) = h(y)e™ 2 (4.1.4)
dy dh ¥ d?y d?h dh 9 ¥
— =|——yh 2 — = = — 2y— h—nh 2 4.1.5
dy Qw y>e a? ~\ay?  Vay Y ‘ (4.15)
d?h dh
= — —2y— —1DHh=0 4.1.6
W e (4.16)
Wir machen fiir A den Potenzreihenansatz
o
h(y) = Z amy™ (4.1.7)
m=0
Das Einsetzen in die Differentialgleichung fiir & liefert
oo o0 o0
Z amm(m — 1)y™ 2 — 2 Z ammy"™ + Z (e—1Dany™ =0 (4.1.8)
m=2 m=1 m=0
o0 o
= Z am+2(m + 1)(m + 2)y™ — Z 2m—e+1)any™ =0 (4.1.9)
m=0 m=0
Da dies fiir beliebiges y gelten soll, ergibt der Koeffizientenvergleich:
(m+1)(m+2)ams2 = 2m — e+ 1)ap, (4.1.10)
Fiir gegebenes ag erhalte as, a4, ag, ... (gerade Paritéit)
Fiir gegebenes a; erhalte ag, as,a7,... (ungerade Paritét)

Aus der Normierbarkeit der Wellenfunktion [ |¢(z)|? dz = 1 folgt, dass die Potenzreihe fiir
ein endliches m = n abbrechen muss. Andernfalls gilt fiir grofie m:
Am+2 2

N — = h(y) X o F Ay + oy apay™ T
am m

2 4

Vergleiche mit:

0 2\v 2(r—1) 2v 2(v+1)
eyzzz(y') =1ttt e
— v—=1!" v V(r+1)

_ 1 1 m . 2 mao

Wiirde die Reihe nicht abbrechen, so hitte h(y) also die folgende Form und v wére nicht nor-

mierbar

1 e 1 2 ¥
eY = P(y) ~ eV e 2 = oo (4.1.13)
y
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Wir haben hier ein gerades m angenommen, aber ein entsprechendes Argument kann auch fiir
den ungeraden Fall gegeben werden.

Damit die Reihe abbricht, muss es also ein ganzzahliges n > 0 geben, so dass gilt:

2n—e+1=0 & e=2n+1 (4.1.14)

Energieeigenwerte des

1
E= By =l (n + > n=0,12.. (4115 harmonischen Oszillators

2

Konstruiere h(y) mit Hilfe der Rekursionsrelation und bezeichne die Polynome entsprechend des
hochsten Koeffizienten a,, mit H,(y) (Hermite-Polynome).

(m+1)(m+2)ami2 = 2m—c + 1)ap, (4.1.16)
—2n
z.B. n=0 » Ho(y) =1

n=1 Hi(y) =2y

n=2-—a=-2= ap="3%a0 =4 = Hy(y) =4y? — 2

n=3—a =—-12= a3 = 2 12f32'3a1 =8 = H3(y) =8y> — 12y
Hy(y) = 16y* — 48y + 12
Hs(y) = 32y° — 160y> + 120y

Offenbar sind die Hermite-Polynome eine Losung der Gleichung (4.1.6):

d*Ha(y) ., dHn(y) :
4y — 2y dy +2nHy(y) =0 mit n=0,1,2,.. (4.1.17)
Normierung;:
/ e V" Hy(y)Hn(y) dy = /7 - 2"010pm (4.1.18)

Da e YH,(y) eine Eigenfunktion von H (hermitesch) ist, hat dies die erwartete Form einer Or-
thogonalitatsrelation. Den expliziten Nachweis fithren wir mit der algebraischen Methode.

Die normierte Wellenfunktion zum Eigenwert F,, ergibt sich damit zu

y2

-L .
n(x) = 67Hn(y) wobei y = L it xo =1/ — (4.1.19)
2nnly/Ta Zo mw

Zur graphischen Darstellung schreiben wir noch:

mw? hw
V= 2 _ 2 4.1.20

5L =5y ( )
Bemerkungen:

e Im klassischen Fall ist £ = 0 moglich (A = B = 0) und die Energie kann kontinuierliche
Werte annehmen.
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tw
_Es|
Hw
e Hier jedoch gilt E,, = Aw (n + %), mit 1
n=20,1,2,....,dh. E> % und diskret.
B
e Die Wellenfunktion ist nicht verschwindend tw
(und konkav zur y—Achse) im klassisch verbo-
tenen Bereich F,, < %
Es
4
Weitere Eigenschaften der Losungen lassen sich einfa- ¢
cher mit der algebraischen Methode herleiten. T
Eo
£}
4.2 Algebraische Methode e
Definiere ] )
_wmx +1p hermltesche, aT _ wmax —1p (421)
vV 2wmh Konjugation 2wmh
hwm
— t - T
S = =— — 4.2.2
x wm(a—i—a) P W (a—a") ( )
a.a] = £[p.al =1 [a,a] = [al,af] = 0 (4.2.3)
Mit zg = 4/ % folgt fiir die Operatoren a und af
1 T d 1 T d
=—|— — f= (= —zg— 4.2.4
a \/5 (mo +x0dx> a 5 (wo dex) ( )
FEinsetzen in den Hamiltonoperator:
2 2 hiw 1
H= 2pim + m?wa = 7(@% +aa’) = hw (aTa + 5[0,, aﬂ) (4.2.5)

1 Hamiltonoperator des harmoni-
H = hw (aTa + > (4.2.6) schen Oszillators, ausgedriickt
durch Leiteroperatoren

Gesucht sind die Eigenwerte des Besetzungszahloperators 7 = afa, mit der Eigenwertgleichung®
nln) = ntln)

Grundzustand:
Mit
n(n|n) = (n|a|n) = (nla'a|n) = (anjan) >0 = n >0 (4.2.7)

Insbesondere fiir n = 0:
(anlan) =0 = aln) =0 (4.2.8)

Man beachte in dieser Notation, dass der Nullvektor gemeint ist. Dieser ist verschieden von |n = 0)!

n: Eigenwert, |n): Eigenzustand
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Die Ortswellenfunktion lasst sich darstellen durch

Pn(T) = (Z|n)

d T o

Die normierte Losung der Grundzustandswellenfunktion ergibt sich damit zu

Angeregte Zustinde:

Benutze:

[AB,C] = ABC — CAB = A[B,C] + ACB + [A,C]B — ACB = A[B,C] + [A,C]B

lata,al] = a'[a,al] + [al,alla =a" & [#,al] =d
la'a,a] = a'[a,a] + [al,adla=—a & [A,a] =—a
= falln) = (am +[n, aT]) n) = (n + al|n)
af|n) ist also die Eigenfunktion von 7 zum Eigenwert n + 1.
Normierung:

(a'n|a'n) = (n]aa’|n) = (n|a’a + [a,al]|n) = (n +1)(njn) = n+1

=n+1)= al|n)

n-+1
Durch Iteration erhalten wir:

n) (a)"10)

1
~Val
Wir betrachten nun

naln) = (af + [0, a]) [n) = a(n — 1)|n)

a|n) ist also die Eigenfunktion von n zum Eigenwert n — 1.

Normierung;:
(an|an) = (nlata|n) = n(njn) =n

1
= |n—1) = —aln)

NLD
Behauptung: Mit n = 0,1, 2, ... sind alle Eigenfunktionen gefunden.
Beweis durch Widerspruch:
Angenommen, es gibe Eigenwerte v =n+4+a mit n =0,1,2,... und 0 < o < 1:
Alv) = (n+ )
= na"|v) = aad"|v)
na"Hv) = a(a — 1)a" )

Dies steht im Widerspruch zur Positivitdt der Eigenwerte.

(4.2.9)

(4.2.10)

(4.2.11)

(4.2.12)

(4.2.13)
(4.2.14)

(4.2.15)

(4.2.16)

(4.2.17)

(4.2.18)

(4.2.19)

(4.2.20)

(4.2.21)

(4.2.22)

Die Operatoren af,a werden auch Erzeugungs-/Vernichtungsoperatoren oder Leiteroperatoren

genannt.
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Energieeigenfunktionen:

1 1o x 1 d
_ T _z T:<>
n(x a)e a
Ynl) n!ﬁxo( ) Y To V2 Y dy
Der Vergleich mit obigem Resultat
¥
Unl) = — oM (y)
" 2nnly/Txg "

dy
> Y2 d\" & _ > ar o
=e¥ e 2 <y> e2 eV =(-1)"e¥ —eY
dy dy”
dn
=D aym

Aufgrund der Normierung der Wellenfunktion ist:

/_ " (@) (@) da = W) Hn(4) dy = b

1 9
_— e Y Hy(
V2m2mpImlr J o

Damit folgt unmittelbar obige Orthogonalitétsrelation fiir die Hermite-Polynome.

4.3 Diskussion

Schwankungsquadrate:

1
(z) = (nlz|n) = wo<n\ﬁ(a +af)ln) =0

x? 2 1
(Az)? = (z?) = (n|z?|n) = 50<n|a2 +a"” + ad' +alan) = 22 (n - 2)

=n+[a,at]=n+1
{p) =0
h? h? 1
Ap)2 = (p?) = Tyl = — -
(A9 = %) = g (nlaa’ +alaln) = 75 (n-+ 5

1
:>AacAp:h<n+2>

Die Heisenberg’sche Unschérferelation ist genau im Grundzustand n = 0 saturiert.

Vergleich mit klassischem Oszillator:

x = Acos(wt)
wie oben mit B =0
E= m;’2 A2
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(4.2.24)

(4.2.25)

(4.2.26)

(4.3.1)

(4.3.2)

(4.3.3)

(4.3.4)

(4.3.5)

(4.3.6)



2
Klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit durch Mittelung iiber eine Periodendauer T' = r,

dt
P(z)|dz| = 2| | (4.3.7)
T
72
dr = —Awsin(wt) dt = —Awy/1 — cos?(wt)dt = —Awy/1 — ﬁdt (4.3.8)
1 mw? 1 1 1
P(z) = = = (4.3.9)
HE
By = ho(n+ 2 1 V()——mWQQ—@xj (4.3.10)
n = n 5 vgl. T) = 5 T4 = 5 x% 3.
Klassisch verbotener Bereich fiir xr > +/2n + 1.
Zo
Xo(’, x"lq,ll Xofl l’t:»lglll
0.4 «.-'3 N ﬂ:(b
A N JH‘

; \ A A ‘ \-“ Ay ) | \‘

/’ ‘ / \ “/ \ ‘/ \ ,’ ‘ ‘” {I N ‘\ I‘\ ’

/ N [ LA \ m\.‘\‘\f;{\{\fﬁ‘\_\‘

_f \ I \ “J | J \\ | | “‘L/I\I‘Il\lf‘\‘*‘l

PV U
2 VAR NN L] AR AR N
4 X" ] 2 2 XO

4.4 Koharente Zustiande

Inwiefern konnen wir den klassischen Grenzfall, d.h. die wohlbekannte Oszillationsbewegung er-
halten (Korrespondenzprinzip)? Stationdre Zustinde sind ungeeignet, da (x) = 0 = const. ist.

Fiir Eigenzusténde des Vernichtungsoperators ist jedoch (z) # 0.
ala) = aja) mit a« € C

Die |n) bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem. Man entwickle in diesen:

al™
In) = 2=10)
1 n a
(nla) = ﬁ«”a lo) = ﬁ@’@

= an = (aah)"
|a>=NZm’">=NZ( !) 10) = Ne®®' |0)

n

(kein Energieeigenzustand!)

o1

(4.4.1)

(4.4.2)

(4.4.3)

(4.4.4)



Normierung:

ol _ o o
<Oé‘a> :NQZT :N2€‘a| = N=¢ 2 (445)
n=0 ’
Zeitliche Entwicklung (vgl. Kapitel 3.6)
lo? & (e )" ot
oty =e na)y =e” 27 Y —FeT" 2 n)
n=0 m
wt . o
= 6_Z%|Oé(t)> mit  at) = e = |afe” WP (4.4.6)

Dies ist ein ,kohdrenter Zustand“.
Ortsmittelwert:

(x) = (o, t|z|a, t) = 2 (o, ta + af|o, )

7
— 20y o o, tla,t) = vV2xg|a| cos(wt — 4.
_ﬁ( () + a* (1)) (e, tla, t) = V2o a cos(wt — ) (4.4.7)

Dies beschreibt eine Schwingung.
Ortswellenfunktion und Aufenthaltswahrscheinlichkeit:

Wir benutzen eine Folgerung aus der Baker-Campbell-Hausdorff Formel:

(A, B, A] = [[A, B] o AB AP lAB (4.4.8)
1 .
Wende dies an auf af = ( — — ( — 1x0p)
i) h
; a(t) T i a(t) i a(t) zop a(t) . a2(t)
ea®al — 2w 2T TR TP R w0 o (4.4.9)

p erzeugt eine Translation:

in Az-d - f ()
eh™ P f(z) = e C’:dattf(ac):ZA:U” " = f(x + Ax) (4.4.10)
n=0 )
P O |
= Yo(z,t)=e2e 2 D yg(2) (4.4.11)
wt Je@]? 2@ _ic® o)z 1z
- 6727156 | 2 e 4()6 V2™ Pe V2w 2] (4.4.12)
xoﬁ
r— To
wt a2 at) o ,l(L
- eil?tefl 2 efio‘z(t)e 220¢ 2 5 (4.4.13)
xoﬁ
73( fa% )z0)?
wt o (t)—|a()]
e +21ma?] (4.4.14)
:L‘U\/'TT |...|2—=—2Im[a?]
a?+a*?=2Re[a?]—2Im[a?]
1 Loz V2Re[a()])? 1 L x—/2z0|a wt—3))?
Yl t) TR _L_ (o Amleleoxter=a) (4.4.15)

- Ioﬁe $0ﬁ
Die Wellenfunktion hat die Gestalt eines Gaufi’schen Wellenpakets mit dem Mittelwert
V2z0|a| cos(wt — §). Das Korrespondenzprinzip bewihrt sich also auch in diesem Fall.
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5 Drehimpuls

5.1 Gemeinsame Eigenzustinde von kommutierenden Operatoren

Wir erwarten, dass sich im rotationssymmetrischen Potential Drehimpulseigenzusténde finden
lassen. Zur genaueren Begriindung verschaffen wir uns zunéchst einige allgemeine Aussagen iiber
kommutierende hermitesche Operatoren, die wir dann auf H und den Drehimpuls L anwenden
(sofern diese kommutieren).

Wir nehmen zunéchst an: A, B seien hermitesch.

Satz 1: [A,B]=0 = A und B haben ein gemeinsames System an Eigenzustéinden.

Beweis:

(1)

Sei |¢) ein nicht entarteter Eigenzustand von A:

Alp) = aly) ABlyp) = BA[Y) & A(BIY)) = a(Bly)) (5.1.1)

Da |¢) der einzige Eigenzustand von A zum Eigenwert a ist, folgt B|i) ist proportional zu
|1). Der Proportionalitétsfaktor b ist der Eigenwert zu B:

Blyp) = bly) (5.1.2)

Der Eigenwert a sei m—fach entartet:
Ay = alyp;) fir j=1,..,m wobei (¢;|¢) =0 (siehe Kapitel 3.4)  (5.1.3)
AB|pj) =BA[Y;) < A(Blv;) = a(Bli;)) (5.1.4)

Aus dieser Gleichung folgt, dass Bli;) Eigenzustand von A zum Eigenwert a ist, d.h. eine
Linearkombination der |¢y), wobei k = 1, ..., m ist:

Blpj) = Chglbr)  mit  Cjx = (| Bleby) = Cf, (5.1.5)
k

Das letzte Gleichheitszeichen ist dabei eine Konsequenz der Hermitizitét von B, aus welcher
folgt, dass die Matrix C' selbst hermitesch ist. Es gibt also eine unitédre Transformation U,
so dass UTCU = Cp, wobei Cp diagonal ist.

= CU=UCp da UUT =1 (5.1.6)
Der k—te Spaltenvektor von U ist also Eigenvektor von C' zum Eigenwert Cpgy.
S ULC =Y [CyUR" = [ComUke]” = Cpre Uy, (5.1.7)
J J
=Y ULBl) = > UsnCirltw) = > ComUflthr) (5.1.8)
J k.j k

Z Uj 1) sind damit Eigenfunktionen von A (Eigenwert a) und B (Eigenwert Cpy).
J

Satz 2: Ist |n) (n = 1,2,3,...) ein vollstdndiger Satz von Zusténden zu A und B mit Eigenwerten

an bzw. b,. Dann kommutieren A und B.

Beweis:

[A, B]|n) = (AB — BA)|n) = (apb, — bpay)|n) =0

Fiir 1)) =) cnln) beliebig = [4,B]l) =0 = [4,B]=0 (5.1.9)
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Definition 1: FEin vollsténdiges System von Eigenfunktionen von A heifit Basis von A.

Definition 2: Die Menge der hermiteschen Operatoren A, B, ..., M heifit vollstéindiger Satz
von Operatoren, wenn diese untereinander kommutieren und das gemeinsa-
me System von Eigenzustéinden nicht mehr entartet ist. Die Eigenzusténde
|a, b, ...,m) sind somit eindeutig durch die zugehérigen Eigenwerte a,b, ..., m
charakterisiert.

Satz 3: Ist O = o(A, B, ...) eine Funktion der Operatoren A, B, ... eines vollstdndigen Satzes,
dann ist die Basis dieses vollstindigen Satzes auch die Basis von O.

Beweis:

Ola,b,...) = o(A, B, ..)|a,b,...) = o(a,b, ...)|a,b,...) (5.1.10)

Satz 4: Kommutiert ein Operator O mit einem vollstindigen Satz von Operatoren, dann ist O
Funktion dieser Operatoren.

Beweis: Wir schreiben wieder
Ola,b,...) = o(a,b,...)|a,b,...) = O=0(A,DB,..) (5.1.11)

Praktisch bedeutet dies, dass sofern A, B, ... untereinander kommutieren, die entsprechenden Ob-
servablen simultan messbar sind. Mathematisch ist dies die Konsequenz der Tatsache, dass sich
Operatoren simultan diagonalisieren lassen.

5.2 Definition des Drehimpuls

. 7 - Korrespondenz- . - oS h_ =3
Klassisch: L = Zxp -%—% Quantenmechanisch: L=Zxp=-FxV (52.1)
prinzip 17

L ist hermitesch, wegen

-,

Dh=@xp) =—pxz=Fxp=

N
—
ot
o
[\)
N—

T .
[x:,pj]=1hd;;

Es ist oft vorteilhaft, L in folgender Weise auszudriicken:
Li = 5ijk55jpk (5.2.3)

Dabei benutzen wir die Einstein’sche Summenkonvention: iiber doppelte Indizes wird summiert.
Das Levi-Civita-Symbol ist der vollstindig antisymmetrische invariante Tensor in drei Dimensio-

nen:
1 fiir (ijk) gerade Permutationen von (123)

gijk =  —1 fur (ijk) ungerade Permutationen von (123) (5.2.4)
0 sonst

Kreuzprodukt:

=,

(6 X )z = gl-jkajbk (5.2.5)
Niitzlich sind oft die Summen
€ijkEimn = 0jmOkn — OjnOkm EijkEijn = 20kn EijkEijk = 6 (5.2.6)

welche sukzessive durch Ersetzung der Indizes und Anwendung der Summenkonvention folgen. Es
gelten die grundlegenden Vertauschungsrelationen:

[Li, Lj] = ihejp Ly [Li, ;] = iheijray, [Li, pj] = iheijpk (5.2.7)
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Nachrechnen:

[Li, xj] = [eimzrpr, v5] = ?&‘ijk = thejjpry

[Li, pj] = leammrp, pj] = theiipr = iheyjrpr

[Li, Lj] = €itiTkDIE jmnTmPn — €jmnTmPnEiki TPl = 1NE jmkEikiTmPL — 1hE jin€ir1 TP
= ih(6j10mi — 9581 TmP1 — 1h(0nidjk — Sied77) ThDn
= ih(6imOjn — Oindjm)TmPn = theijr Ly

TmPnTiPl = TmTkPnPl — MOk TmPl = TPITmPn — hOnk TPl + thomTrpn

ijk Lk = €ijkEkmnTmPn = €ijkEmnkTmPn = (0imOjn — Oindjm)TmpPn

Die hier offensichtliche allgemeine Struktur werden wir noch begriinden. Wir erinnern an:

[AB,C) = A[B,C] +[A,C]|B = [A?%,C] = A[A,C] +[A,C]A
= [C, A% = —A[A,C] — [A,C]A = A[C, A] + [C, A]JA  (5.2.8)

Somit folgt fiir die obigen Kommutatoren:
[Li, 172] = [Li7 vjvj] =vj [Li, 'Uj] + [Li, Uj]’l)j = 2ih51jkvkvj =0 (5.2.9)

Insbesondere:
[L,L*] =0 (5.2.10)

Falls H = % + V(Z), kommutiert also L mit H. Allerdings kommutieren die L; 23 nicht un-
tereinander. Wir werden sehen, dass fiir dreidimensionale, sphéirische symmetrische Probleme
{H,L, = L3,E2} ein vollstdndiger Satz von Operatoren ist. Die Wahl der z—Komponente ist
dabei Konvention und wir sprechen von den Eigenwerten von L, und L? bei gegebenem Ener-
gieeigenwert als ,,gute Quantenzahlen® (d.h. solche, deren Erwartungswert eine verschwindende
Fluktuation haben kann).

5.3 Algebraische Relationen und Spektrum

Wir kénnen aus den Kommutatorrelationen bereits das Spektrum der Operatoren L, und L2
bestimmen (L1923 = Ly 2).

Definiere dazu die Leiteroperatoren
Ly=L,+il, = (Ly)'=1L< (5.3.1)

Es gelten dann die folgenden Kommutatorrelationen

[L.,Ly]=hL,  [L.,L_]=-hL_  [Ly,L_]=2hL, [L? Li]=0 (5.3.2)
Nachrechnen:
[L.,Ly] = [L,, Ly +iL,) = ihL, + hL, = +hlL. (5.3.3)
[Ly,L_) = [Ly+iLy, Ly —iLy) = —i[Ly, Ly) +i[Ly, L.] = 2hL, (5.3.4)
Weiterhin ist niitzlich: )
[? = gL L+ LoLy)+ L? (5.3.5)
LiLy =L+ L2 Fi[Ly, Ly) = L2+ L2 £ hL. = L* — L.(L. ¥ h) (5.3.6)

95



L2 ist positiv definit, da

3
(WILP ) =Y (L | L)) (5.3.7)
i=1
Bezeichnung der Eigenwerte und -vektoren:
L2|l,m) = KA1+ 1)|l,m) (5.3.8)

L.|l,m) = hml|l,m)
Betrachte nun L4 |l,m) und bestimme die Eigenwerte:

L,Li|l,m)=LyL,|l,m)+hLy|l,m)=h(m=E1)Li|l,m) (5.3.10)
L?Li|l,m) = Lo L?|l,m) = R21(1 + 1) L+|l,m) (5.3.11)

Ly erhoht/erniedrigt also den Eigenwert von L. Zur Bestimmung der Eigenfunktion benétigen
wir noch die Normierung:

LiL=|l,m) =[R2 + 1) — B2m(m F D)]|l,m) = B>l £ m)(l Fm + 1)|l,m) (5.3.12)
= (I,m|LyLz|l,m) = K21 +m)(IFm+1) (5.3.13)
|l,m+1) = Ls|l,m) (5.3.14) Leiteroperatoren der
V(I Fm)(IE£m+1) Drehimpulseigenzustinde

Fiir positive Norm muss gelten:

[(I+1)—m(mF1)>0 <« (I+1)>m(mF1) (5.3.15)
220 i>m 2% >, (5.3.16)

Insgesamt folgt damit

erlaubte Werte fiir die Ma-

1> 3.1
> |m| (5.3.17) gnetquantenzahl m

Um zu vermeiden, dass L |l,m) = hy/(I F m)(l £m + 1)|I,m£1) Werte von |m =+ 1| > [ erzeugt,
muss die Reihe abbrechen.

Mmin < M < Mpmax mit Mmin = — und Mmax = | (5.3.18)

Man muss durch Anwendung von Ly von My zZU Mpyax kommen.

Mmax — Mmin = 20 = 0,1,2,3, ... (5.3.19)
135
=0,1,2,3,... ==, =, =, ..
[1=0,1,2,3, oder l 57373’
und in beiden Féllen: m=—-I,—-1+1,.... —1,1.

Fiir den Bahndrehimpuls, den wir im Folgenden besprechen, ist nur der ganzzahlige Fall realisiert.
Allerdings kann der intrinsische Drehimpuls (Spin) von Teilchen nichtganzzahlig sein. In diesen
Vorlesungen werden wir noch den Fall Spin - %, welcher im Elektron realisiert ist, behandeln.
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Die 2] + 1 Zustéinde zum Eigenwert h2[(l + 1) von I_:Q, welche auch Eigenzustdnde von L,
sind, bilden einen invarianten Unterraum beziiglich L, d.h. sie gehen unter Anwendung einer
Operatorfunktion f(L;) ineinander iiber.

Wir wollen noch folgende niitzliche Relation beweisen:

m)! IFm
1, m) = M(L;) 1, +1) (5.3.20)

Beweis durch vollstandige Induktion mit m = +(l — z), z = 0,1, ..., 2]

Behauptung:
(20)!x!
Ry | ——|l, £l =LZ|l, £l 3.21
oLyl F a) = LEIL ) (5321)
Induktionsanfang (z = 1):
A2\, 4+ F 1) = L |l, 1) (5.3.22)
ist erfiillt (vgl. obige Rekursionsformel).
Induktionsschritt: Mit
Lell,m) = hy/ (I £m)(IFm+1)|l,m£1) (5.3.23)

folgt

B ijFl,ilex):hx“ m (20 =) (@ + DL HF (z+1)

@20)!(z + 1)!

=R 20— (z+1))

£l F (x+1)) = LE,£l)  (5.3.24)

Was zu beweisen war.

5.4 Bahndrehimpuls und Kugelflachenfunktionen

Die Diskussion im vorhergehenden Abschnitt ist giiltig fiir allgemeine Operatoren, welche die
grundlegenden Vertauschungsrelationen des Drehimpuls erfiillen. Wahrend wir noch sehen werden,
dass diese sich damit auch auf den Spin (intrinsischen Drehimpuls von Punktteilchen) anwenden
lassen, werden wir zunéchst die expliziten Eigenfunktionen des Bahndrehimpulsoperators L=
Z X p konstruieren.

Wihle dazu die z—Achse als Polarachse und verwende die iiblichen Kugelkoordinaten:

x = rsin(Y¥) cos(p)

y = rsin(9) sin(p) (5.4.1) N z ,\94
z = rcos() Z
D
Zu 16sen sind die Eigenwertgleichungen: -
L Y (9, 0) = U1+ 1)Yi(9 5.4.2 > &
ﬁ lm( 7(;0)_(+)lm( 7(10) ()
1
%Lz}/lm(’lgv 90) = m}/lm(ﬁa 30) (5'4'3) ¢
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Wir transformieren zunéchst in Kugelkoordinaten. Um die partiellen Ableitungen in diesen zu
erhalten, notieren wir die Jacobi-Matrix.

sin(d) cos(p) rcos(¥) cos(p) —rsin(?)sin(y)
J= Z; = | sin(¢)sin(p) rcos(P)sin(p)  rsin(P) cos(p) (5.4.4)
cos(¥) —rsin(?) 0

Der Zusammenhang zwischen den Ableitungen in den Kugelkoordinaten (r, J, ¢) und den karte-
sischen Koordinaten (z, y, z) lautet damit

9 9 9\ (0 9 @ 09 9 9\ (0 9 9\
(awwagp>—<ax’ay’az>‘] N <8x’8y’8z>_<8r’819’6g0>J (545)

Zur Berechnung des ﬁ—Operators bendétigen wir also die inverse Matrix:

sin(¥) cos(p)  sin(¥) sin(p) cos(¥)

J1 = | Lcos(¥)cos(p) Icos(d)sin(p) —1sin(V) (5.4.6)
_ Lsin(p) 1 cos(yp)
r sin('ﬁ) r sin(ﬁ) 0

Die partiellen Ableitungen in kartesischen Koordinaten sind durch die Spalten von J~! gegeben.
Damit kann der V—Operator in Kugelkoordinaten transformiert werden.

0 . 0 1 0 lsin(p) 0
g - A g 2 9 4.
5 sin () Cos(cp)ar + . cos (1) cos(p) 99 " rsin(v) 9y (5.4.7)
d . ) 0o 1 ) 0 lcos(p) 0
- A 42 9 4.
a9 sin(¥) Sln(go)ar + " cos() sin(yp) 90 " 7 sm() dp (5.4.8)
0 o 1. 3}
Fri cos(z?)g - 5111(19)% (5.4.9)
Drehung der Basisvektoren:
> _ _or > > _ Oy
€ =1 €= Tor €0 =T,r
ar 09 Pl
1. Spalte von J 2. Spalte von J 3. Spalte von J
sin(1) cos(¢p) cos(¥) cos(y) — sin(yp)
ér = | sin(?) sin(yp) €y = | cos(?)sin(yp) €y, = | cos(p)
cos(1) — sin(99) 0
S-S S > ... L, 0 é& 0 €, 0
V=(V-é +(V-eyey+ (V-ey,é, =é - o + gl + rsin(d) 9p (5.4.10)
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Direktes Nachrechnen ergibt damit:

h 0 0
Ly =~ | —sin(p)o7 — e 4.11
; ( sin(y) 50 cos(yp) COt(ﬁ)&p) (5 )
h d ) 0
L,= 7 (cos(go)aﬁ — sin(yp) cot(ﬁ)a(p> (5.4.12)
h 0
L, =29 41
i Op (5.4.13)
- 1 0 1 92
L2 — 2 _ ] N _— 414
h [sinw) 99 <Sm(ﬁ)aﬁ> T sm2() 8@2] (5.4.14)
Da die Leiteroperatoren durch L4 = L, £ iL, definiert sind, folgt damit
: 0 d
Ly =he* (£~ +i — 4.1
1 e ( 59 + i cot(9) 8gp> (5.4.15)
Die zweite Eigenwertgleichung (5.4.3) héngt nicht von 1 ab, und somit folgt:
- Zinm(él» (10) = m}/lm(ﬁa 80) = Yim(lx (10) = flm(ﬁ)e v (5'4'16)

dp

Anstatt die erste Eigenwertgleichung (5.4.2) (2. Ordnung) zu l6sen, betrachten wir den Fall m = =+
und 16sen:
LiYi(d,9) =0 (5.4.17)

= <£9 - lCOt(W) (@) =0 = fiyW) = Csinl(ﬂ) mit C = const.  (5.4.18)

Diese Gleichung ist 1. Ordnung und aus ihrer Losung kénnen wir die iibrigen Eigenfunktionen
mit Hilfe des Leiteroperators L_ bestimmen.

Normierung”:

2 pm 2 pl
/ / V7 41(9, ) |* sin(9) d9 dp = / / C? sin?!(9) d cos(0) dyp
0 0 0 -1

= 21 (C? /1 (1 — cos?(1))'d cos(19)
-1

=7C?. 4l+1ﬂ =1 (5.4.19)
(2 +1)!
1 [@+1)! ;
= Vi, 9) =4 wsml(ﬁ)ei ke (5.4.20)

Zur Berechnung des d cos())—Integrals:

1 1 1
x) = / (1—2H)lz = / (1—2%)"1dz — / 22(1—2%)1dz
-1 -1 -1

1 od o
—§E11+ﬂ 712@(1—2’)d2
_ 1 2\1 1 1 ! 2\
=31+ o [z(1 e }_1 5] (=) (5.4.21)
P4 in(o)
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= 1+ C & r = 2t x
i o1 ) ~ it D N
mit xzg = 2 folgt:
20 21-1)2(1—-2) 2:22-1
T y12i-1 20-3 5 3
222 22(1 —1)? 2222 9212 5
S+ 02020-1)(20-2) 7 5-43-2
_2-4H(1)?
20+ 1)
Zur Erzeugung der Y}, zeigen wir zunéchst folgendes:
LN gine pg) = (316029 (st — L nmng)) 1)
h d(cos(9))*

Beweis durch Induktion:
Induktionsanfang (s = 1):

%Lieimpf(,ﬂ) — oipte

wobel wir benutzt haben:

d d dsin(d)  cos(V)
do sin(9) d cos(19) dcos(¥)  sin(¥)

Induktionsschritt (s —1 — s):

dsfl

l s—1 _i(pt(s—1))¢ [ 15— 1Ep :
hLi(:Fl) e sin (ﬂ)id(cos(ﬂ))s—l

= ¢Hiks)e ()51 (:F Sin(ﬂ)dcods(ﬁ) —(pE(s—1))=

s—1
X <Sin8_1iu(19)d(co(i(q9))s—1 SiD:FM(Q9)> f()

= el‘(#:l:s)@(:'zl)s (Sinliw—s—l(ﬁ) d W(ﬁ))

d cos(19)

s—1
(s~ 0) S s 0)) £(0)

)ty SO £0)

= (:Fl)sei(“isw (sinSi“(ﬂ d(cos(D))

Was zu beweisen war.

Erzeuge Y}, aus Y; _; mit dieser Formel mit

Ly, p=-l, p+ts=m, & s=l+m, s+p=m, —pu+l=2I
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1 [@+1)

Yim (9, ) =7 m(—l)Hm@im(p(l — cos*(9)) 7
di+m (I —m)!
— (1 —cos?)()) | 4.2
X Tleosqanym & )\ i (5-4.29)
—_——
Normierung fiir
[l,—1)—|l,m)
In diesem Ausdruck identifizieren wir das zugeordnete Legendrepolynom:
(_1)m m dl+m
P () = (1= z?)%2 W(gﬂ —1)! (5.4.30)
Kugelflichenfunktionen:
20+ 1)l —m)!
Yim (9, 0) = " P 0 4.31
im(0,9) \/ e Pinleos(9) (5.4.31)
Anmerkung: Die zugeordneten Legendre-Polynome stehen zu den Legendre-Polynomen
1od o,

in der Beziehung

Pinla) = (~1)"(1 %) 3 S p(a) (5.433)

Als normierte Eigenfunktionen des kompletten Satzes (auf der Sphére) der Operatoren L, und
L? erfiillen die Yj,,:

Orthogonalitét:
2m ™
o Jo

Vollstandigkeit:

00 l

1
DD Y @)Y (', ¢') = —0(0 = 9)3(p — ¢) (5.4.35)
— =, sin(¥)

=Y (9,0)

Zur zweidimensionalen Darstellung der Kugelflichenfunktionen kénnen wir Polardiagramme ver-
=2 1=2 1

wenden:
9/
T zy-Ebene
zy-Ebene
ans Schwsc Bl
=0 (=1 =1 1=2
1= 0 m=+1 m=0 m=+2 m==1 m=10 m

3 3
n +3 m==+x2 m==1 m

Abb. 5.6. Polardiagramme der Bahndrehimpulseigenfunktionen Y, mit [ =
0,1,2,3

Alternativ lassen sich diese Funktionen auch durch dreidimensionale (farbkodierte) Diagramme
der Realteile auf der Kugeloberfliche veranschaulichen.

Drehimpulseigenzustinde werden auch Orbitale genannt. Dabei entsprechen | = 0,1, 2, 3,4, ... den
sogenannten s, p,d, f,g,...—Orbitalen.
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5.5 Drehimpuls und Drehungen

Rotationen sind zunéchst durch ihre Wirkung auf einen Vektor definiert:

7l 3 (5.5.1)
Die Rotation ist eine lineare Transformation, lédsst sich also durch eine Matrix darstellen:
T — RT (5.5.2)
Dariiber hinaus erhélt sie die Lange der Vektoren:
7 %= (RZ) (R¥)=(7)'R'RT = R'R=1 (5.5.3)

R ist also eine orthogonale Matrix (und damit ein Spezialfall der bereits besprochenen unitéren
Transformationen). Wir kénnen um die drei Raumachsen drehen mit den Matrizen:

1 0 0 cos(or) 0 sin(w) cos(o) —sin(a) 0

R,(a) = (O cos(a) —sin(a)> Ry(o) = < 0 1 0 ) R.(a) = (sin(a) cos(a) 0>
0 sin(a) cos(a) —sin(a) 0 cos(a) 0 0 1

(5.5.4)

Allgemeine Drehungen sind dann durch Hintereinanderausfithrung moéglich. Hierbei gibt es 3-2-2 =
12 mogliche Reihenfolgen (nicht zwei gleiche hintereinander). Standardkonvention:

R(a, B,7) = R.(7)Rx(B) R () (Eulersche Winkel) (5.5.5)

Andere Parametrisierung: Drehung um die Achse 7 (|77| = 1) und den Winkel ¢.

Definiere: F =il (5.5.6)
00 O 0 01 0 -1 0 . Aq
A=]00 1] As=[0 00| Az=[1 0 0] A=[A (5.5.7)
01 0 -1 0 0 0 0 O As
Dabei ist:
(Ai)jk = —€ijik (5.5.8)

Infinitesimal §& = depri:

vgl. Entwicklung der Drehmatrizen
fiir kleine

ROOQ)E=F4+03x T =0+067-AZ = (1+63-A) T (5.5.9)
(R(6p)T)i = xi + €ijidpjar = zi + 6 (A) )ik (5.5.10)

Fiir & || ¥ gilt: ~ ~
R(¢ + 1) = R(P)R(Y) (5.5.11)

Beispiel zur Darstellung der infinitesimalen Drehung
mit dem Kreuzprodukt (um 3. Achse):

Rxy = x9 + 11 (5.5.12)
Rxy =21 — pxo (5.5.13)
Sei nun 0@ = % mit m — oo:
= 1 A\™ =
R() = R™ (‘p> — lim (IL +—¢- A) = #h (5.5.14)
m m—00 m
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Insgesamt: )
i — P27 = R(P)Z (5.5.15)

Bemerkung:
[ihAi, ihAj] = Eijk(ih)2Ak (5.5.16)

ihA erfiillt also die Drehimpulsalgebra. Wir nennen die hermiteschen Operatoren iA; Erzeugende
von Drehungen.

Bemerkung:

R(P) = e? A st die Gruppe SO(3) der orthogonalen 3 x 3 Matrizen mit Determinante 1. Die
Gruppeneigenschaften (,, Drehgruppe®) lassen sich leicht verifizieren.

Wir wollen nun zeigen, dass wir allgemein durch das Exponentieren des Drehimpulsoperators
(ihA — L) Drehungen der Ortswellenfunktion erzeugen. Dazu betrachten wir zunéchst in Analogie
die Erzeugung von Verschiebungen durch den Impulsoperator.

Aktive Translation

Aktive Verschiebung des physikalischen Systems um AZ.

C,V/
"NZ) = (T — AT @
W (&) = ) T(f’/') o

& (T4 AT) = ¢(T) (5.5.17) Lt >

/
=

Wir zeigen, dass so eine Translation durch den Impulsoperator erzeugt wird:

e AP () = (T — AT) = ¢/ (Z) (5.5.18)
Mit
L AZ — LAz —AZV . = S\n
f=— = e " =e = lim (1—-47-V) (5.5.19)
n n—oo
Auflerdem: .
(1 =02 - V)(&) = p(Z — 6&) + O (TLQ> (5.5.20)
= e WPy (7) = lim (1— 0% V)"(&) = (& — AZ) (5.5.21)

Wirkung auf die Ortseigenfunktion:
@) ¢ 03T —d) — |d+AT) & &3 (F - (A + AT)) (5.5.22)
e Klassisch: Translationsinvarianz der Lagrange- bzw. Hamiltonfunktion = Impulserhaltung

e Quantenmechanisch: Translationsinvarianz eines Operators A:

(W] Alp) = (| Al) = (]eRATP Ae™ HATT | )
= (lAlg) + A% - (B][F, Allp) + O(AF) (5.5.23)

= [§,A] =0 (5.5.24)

Damit sind p und A simultan diagonalisierbar. Fiir [p, H] = 0 folgt mit Hilfe des Ehren-
fest’schen Theorems: d )
i
S (B) = ~([H,F]) = 5.2
7P =7{7p])=0 (5.5.25)
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Aktive Drehungen

Drehung des physikalischen Systems um R (aktive Transformation):

¥ — ¢ mit ¢/ (RT) = ¢(3) & ¢/(&) = (R~

Gesuch ist ein unitidrer Operator D(R), sodass

(W'[v") = (D(R)Y|D(R)y)
= (Y|DY(R)D(R)|v)
= (¢]1) (Erhaltung der Norm)

Behauptung:

D(R) = D(R(§)) = e 17T
Unitaritét:

DH(R) = DI(R(@)) = ei #"'
Infinitesimal:

Die Manipulation des Kreuzproduktes sieht man dabei am besten in Komponenten:

)

(5.5.26)

(5.5.27)

N

8@ (Z X V) = dpicijut; Vi = epijdpiz; Vi, = (6@ x &) - V

Ubergang zu endlichen my = mdy:

m—00 hm

= lim «/;((n—lga-ﬁ) f)
m—oo m

lim (1 _ ff . E>m¢(f) —e w%@) =

= /(%) = D(P)(F) = e #FLy(F) = Y(R'7)

Die Operatoren %Li sind Erzeugende von Drehungen (vergleichbar mit der Erzeugung von Trans-

lationen durch %, Kapitel 4.4).

e Klassisch: Rotationsinvarianz von H = Drehimpulserhaltung

e Quantenmechanisch: Rotationsinvarianz eines Operators A:

!

(V]Alp) = <1/1/|A|cp/> = <@D|e%‘ﬁ' Ae— i@

I

Tt

)

= WlAlp) + 58+ (#IIL, Allg) + O

= [L,A] =0
Es sind somit auch L und A simultan diagonalisierbar. Fiir [L, H] = 0 folgt wieder mit Hilfe

des Ehrenfest’schen Theorems:

d -
' =

(H, L)) =0

R >?

”
(5.5.28)
7)) =D (9 (5.5.29)
Y (1 — 63 - N)7T) (5.5.30)
(5.5.31)

Rp(Z) = ¢/ (7)
= Y(R™'7) (5.5.32)
(5.5.33)

(5.5.34)

(5.5.35)

(5.5.36)

Es existieren also simultane Eigenzustéinde von L., L? und H = g V (&), sofern V (Z)

invariant unter Drehungen ist (V(Z) = V (|Z])).
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Fazit:

Die Invarianz unter Translation und Rotation fiihrt also in der Quantenmechanik zur Impuls-
und Drehimpulserhaltung, ebenso wie in der klassischen Mechanik. Dies ist eine Konsequenz
der Tatsache, dass der Impulsoperator Translationen bzw. der Drehimpulsoperator Rotationen
erzeugt. Diese Erkenntnisse entsprechen der quantenmechanischen Version des klassischen Noether
Theorems.

Wir verdeutlichen jetzt noch explizit, wie die Drehung eines Zustandsvektors geschieht:

i

) / ) xw ) d = / @) etPLy(F) die = / De 9L (F ) Br =D@)Y)  (55.37)

oder anders herum

. B oL
El) = [ 1933 x $alu) o

h—»"—»—»/h =/ 13,/ 13 —»h—»"2—»3
|Z) ZE X Vo (Z] &) =7 x Vo (& P2 Pz = [ |7) ;xxvz (@] d°x  etc.  (5.5.38)

~—— 1

3 x—x

Der Ubergang von Ortsraumoperatoren zu Operatoren im abstrakten Hilbertraum und die Hinter-
einanderausfithrung der Operatoren (— Funktionen von Operatoren) kommutieren. Wie bereits
vereinbart verwenden wir das gleiche Symbol fiir die Operatoren, unabhéingig davon, welche Re-
priasentation des Hilbertraums (z.B. Orts- oder Impulswellenfunktion, Dirac-Kets, ...) verwendet
wird.

Definition Sind R € G mit einer Gruppe G und ist D : R — D(R) eine Abbildung mit der
Figenschaft
D(RQRl) = D(RQ)D(Rl) Y RLQ ced (5.5.39)

dann nennt man D eine Darstellung von G.

Bemerkung:

-

D(R(P)) = e #%L  ist eine Darstellung der Drehgruppe SO(3).

Kommen wir zu den Kommutatoren aus 5.2 zuriick.

Sei A = E,ﬁ,f, ... ein Vektoroperator, so dass

A =P8 7 (5.5.40)

oder infinitesimal:

A; = Al — sz-jk&ijk (5.5.41)
Vergleiche mit:
i izl T iaL
Ay = Ai = 20p[L;, A (wegen (] Ale) = ('] P Aei? o)) (5.5.42)
i ‘ - .
= _ﬁ&pj [Lj, Al] 51]k680g14k => [L A; ] ZhEijkAk = [Li,Aj] = ’Lhz’fijkAk (5.5.43)

©; beheblg
Somit erklért sich die beobachtete Struktur der grundlegenden Kommutatoren des Drehimpulses.
72 52 12,

Fiir skalare (rotationsinvariante) Operatoren S = & .. gilt dann:

S'=8=8- ﬁégoj [L;,S] = [L;,S]=0 (5.5.44)

65



6 Zentralpotential und Wasserstoffatom

6.1 Zentralpotential

Man betrachte den Hamiltonoperator

-
H = —%VQ + V(Z) mit V(Z)=V(r) und = |7 (6.1.1)

Fiir diesen liegt eine dreidimensionale Dreh-/Kugelsymmetrie vor. Es handelt sich also um ein
Zentralpotential.

Offenbar sind die Kommutatoren
[H,L.]=0 [H,L*] =0 [L%,L.]=0 (6.1.2)

da H und L? als skalare Operatoren rotationsinvariant sind. Diese drei Operatoren werden als
kompletter Satz zur Quantisierung gewiihlt. Die Eigenzustinde sind dann® |E, 1, m).

Aufgrund der Symmetrie bietet es sich an, den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten zu schreiben

x = rsin(d) cos(p) y = rsin(¥) sin(p) z = rcos(¥)

- 0? 0?  0? 10 0 1 0 0 1 0?
2 _ — — Z 22 | sin(®)— e —— 1.
v ox? + 0y? + 022 r2or (T (97‘) iz sin(¢) 0v <s1n( )819> * 72 sin? (1) Op? (6.1.3)
wobei wir auf Abschnitt 5.4 verweisen.

Vergleiche dies mit

. 1 9 9 1 02
72— _p2 I il - 1.4
h [sin(ﬁ) 59 (sm(ﬁ)aﬁ) + 2 (J) 8(,02} (6.1.4)
) . wobel zu 16sen ist:
_ D 2; (7.285)) + 2 4ve) (615)
2mr? Or r 2mr Hip(r,0,0) = EY(r,9,¢)

Da keine gemischten Radial-/Winkelableitungsterme vorkommen, ist der folgende Separations-
ansatz sinnvoll:

Y(r, 9, 0) = R(r)Yim (9, ) (6.1.6)

Mit dem Spektrum von L? aus Kapitel 5.3 folgt:

2 2
[_ 27:17"2 % <T2$~> + }w +V(r)| R(r) = ER(r) (6.1.7)

u(r)

T

Bringe dies auf die Form einer eindimensionalen Schréodinger-Gleichung mit R(r) =

SE <+ H,l< L*und m < L.
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1d/,d > 2d 7)
r2dr (T dr) R(r) = <d7“2 + rdr)

de %ﬁf % % %) i(ji (r) (6.1.8)

1. Term 2. Term
2 A2 Rl +1)
[ T o @ + o + V(r)}u(r) = Eu(r) (6.1.9)
Vett
Vergleich mit der klassischen Mechanik:
22
_ o Moy 4 M vV
E=V(r)+ Exn=V(r)+ 2(7‘(/3) + /—% (&“41./?4[%}
L] = mr?g
1,
- E=V(r)+ Sy —|—§mr ] \\'
N———— G >
Vest 4

Am Beispiel des Coulomb-Potentials o —% sehen wir, dass

sich auch in der Quantenmechanik gebundene Zustédnde
finden lassen sollten.

Randbedingungen fiir u(r):

1. Normierbarkeit:

/w |2d3a:—/ //zﬂ |Yim (9, )] |()‘r51n(19)dg0d29dr:/Ooo\u(r)|2dr:1

(6.1.10)
Hierbei wurde im letzten Schritt die Orthonormalitidt der Y, (Kapitel 5.4) ausgenutzt. |u(r)|
muss also schnell genug abfallen, genauer gesagt:

a

lu(r)] < — fiir r— 00 (6.1.11)
ra2te
2. Verhalten bei r = 0:
V3 = 62“(:)) + ... = u(0)8%(Z) + ... (6.1.12)
— u(0) =0, es sei denn V(%) ~ 63(Z) (6.1.13)

Mit den Argumenten aus Kapitel 2.3 folgt dass die Eigenwerte der Radialgleichung nicht entartet
sind. In der Tat bilden also H, L., L? einen vollstandigen Satz von Operatoren im Sinne der
Definition aus Kapitel 5.1

Wir spezialisieren noch auf Potentiale, fiir welche bei r — 0 der Zentrifugalterm dominiert und
V(r — 00) = 0 (also wie in obiger Skizze).
o r—0:
R? d®> R +1)

-+ —— =0 6.1.14
2m dr2 + 2mr? u(r) ( )
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Dies ergibt die allgemeine Losung:
u(r) = Attt + Brt (6.1.15)

Nach der Diskussion der Randbedingungen ist B = 0. u(r) sollte sich also in folgende
Potenzreihe entwickeln lassen:

u(r) = r(ag + arr 4+ agr? + ...) (6.1.16)

® " — OO

h? a2 —2mb
— o) = Bul)  —u(r) = mit k= YT (6.1.17)

Normierbarkeit — u(r) ~ Ce™"" fiir r — oo.

Wir driicken die Schrédinger-Gleichung fiir «(r) noch in der dimensionslosen Variable p = xr

aus:
a2 Il+1) V(9
— - SRR V7R | =0 6.1.18
17 p 7z u(r) ( )

6.2 Coulomb-Potential

Das Potential fiir ein einzelnes Elektron um den Kern mit der Ladung Z ist gegeben durch

2 2
_ esZ _ kegZ

V(r)= mit der Elementarladung e (6.2.1)
r p
Definiere:
_aln _ [2mZg V)«
OB T E B

[ E W) e 1] u(p) =0 (6.2.2)

P

Entsprechend des asymptotischen Verhaltens substituieren wir:

u(p) = e Pw(p) (6.2.3)
$50) = L+ Dple o) = g o) + e () (6.2.4)
d2

) =1+ Dp' e w(p) + p e w(p) — 2(1+ 1)plePw(p)

d d d?
I — +1 - +1,_—
+2(l+1)p'e pd*pw(P)—Qﬂ e pd*pw(P)‘i‘P e p@“’(ﬂ)

d? d I(1+1)
— Jl,=p - _ I+1_—p
pe <pdp2 +2(l1+1 p)—dp +p—2(+ 1)> w(p) + o p e Pw(p)  (6.2.5)
= & +2(l4+1- )—d+ —2(l+1)| w(p) =0 (6.2.6)
Pa P, P w(p 2.

Lose dies mit der gleichen Taktik wie fiir den harmonischen Oszillator (analytische Methode,
Kapitel 4.1)
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Wir machen den Potentzreihenansatz
oo
w(p) =Y arp* (6.2.7)
k=0
Einsetzen in Gleichung (6.2.6) liefert:
oo
k—1 k—1 2 k| _
S a [kz(k — 1) 200+ DEpF L — 2kpF + (po — 201+ 1))p } =0 (6.2.8)
k=0
Fiir p > 0 beliebig miissen die Koeffizienten jeder Potenz verschwinden. Fiir p* folgt somit:

aps1 [k(k+1) +2(1 + 1) (k+1)] = ax [2k + 2(1 + 1) — po]

2(k+1+1)— po "
k+D)(k+20+2) "

Wir untersuchen nun, unter welchen Umsténden u(r) die Randbedingungen fiir r — oo erfiillt.

= Gk =g (6.2.9)

Fir £ > 1 folgt
Ak+1

2 + (6.2.10)
o R 2.
Die entspricht der Exponentialreihe
o0
2k
2p __ k
=3 P (6.2.11)
k=0
Die Losung u(r) ~ e Pe?’ = ef steht im Widerspruch zur Randbedingung, es sei denn, die Reihe
{aj} bricht nach dem N—ten Glied ab: ayy; = ay42 = ... = 0. Dies fithrt zu der Abbruchbedin-
gung
2m Ze?
po = ,/%%:Q(NHH) mit N =0,1,2,... (6.2.12)
Z2 4
= E= mZ % (6.2.13)

C2R2(N +1+41)?

wobei N radiale Quantenzahl genannt wird. Mit der Hauptquantenzahl n = N + 1 + 1 folgt

Energieeigenwerte
des Wasserstoffatoms

mZ2e}

En = 2h2n?

mit n=1,2,3,4,.. (6.2.14)

Mit N>0=1=0,1,2,....n—1
Fiir die Entartung von FE,, gilt

i, n(n—1)
d@+1) = 2= +n= n? (6.2.15)
=0

Firn=1,2,3,4,... sind die folgenden Quantenzahlen méglich
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n=1 l =0 (s-Orbital) m=0 E; (1-fach)
n (s) m E, (4-fach)
=1 (p) m=-1,0,1
n=3 =0 (s) m =0 )
l=1(p) m=-1,0,1 » E3 (9-fach)
=2 (d) m=-2,-1,0,1,2 )
n=4 =0 (s) m =10 )
=1 (p) m=-1,0,1 \ E4 (16-fach)
l=2(d) m=-2,-1,0,1,2
1=3(f) m=-3-2-101,23 )

Quelle: Schwabl, Quantenmechanik

Die Eigenfunktionen werden wie folgt konstruiert:

o2n —2(k+141)

k41 =

Tk D(k+2+2)*

= ar = ap(—2)

n—(1+1)

w(p) a0 Yo (2w g

P=KT k=0

_ (_ )k+1

k1

Die Identifikation mit den zugeordneten Laguerre-Polynomen liefert:

rT—S

r. 2
L) =Y (- )

k

Mit r =n + 1 und s = 2] + 1 folgt:

21+1
LnJrl

n—(l+1)

(2nr) = kzzo Kk +

Eine andere Darstellung ergibt sich aus den Laguerre-Polynomen

T

L,(x)

=e e x
dx”

T

~das

n-(+k+1l) ~n—-(+Fk) n—(1+1)
kA Dk+20+2) kkt2A+D) T @+2)
@+1)!  (n—(+1)
Rk 420+ D (n— (4 K+ 1)! (6.2.16)
(20 + 1)l(n — (1 + 1))!
k+ 20+ D (n— (I +k + 1) (6.2.17)
(k+s)!(r —k — 5)! (6.2.18)
(_1)2l+1((n+l)!)2
A+ D! (n—(1+k+1))! (_2”")k o w(p) (6.2.19)
mit  Li(z) = < Le(2) (6.2.20)

Leider sind die in der Literatur verwendeten Definitionen der Laguerre-Polynome unterschiedlich
(Vorfaktoren, Bedeutung der Indizes). Insbesondere ist zu beachten, dass die hier verwendete
,Physiker-Notation* von der in den Integraltafeln von Gradshteyn & Ryzhik oder Abramowitz &

Stegun abweicht.

Normierung (ohne Beweis):

0

/ Tt (L3@)? do =

(2r — s+ 1)(r!)3
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. 2 1 o2t 2 s 2n((n+ D))
21 2 2 2[+1 o 204+1 2[—3
= / + p Lnjl(p)) dp?/o 5(5) e (Lnjl (a)) do =279

o=2p

Fiir u(r) = N(/fr)”le*”Lil_tll@mr) folgt

1
1 [ 2 0
N = [EQ 2 2%} wegen /0 lu(r)|? dr (6.2.22)
Radial-
Ry(r) = ulr) _ _\/ (n—1— 1)!(2’? (2kr)'e " L2 (25kr) wellenfunktion
" 2n((n + 1Y) des Wasserstof-
(6.2.23) fatoms

Dabei ist mit der Definition des Bohrschen Radius

h2
ap=——7 =0,529-10"%cm (6.2.24)
me
k gegeben durch
V2m|E]  mZe3 Z
p— p—y p— -2;2
h h2n nag (6.2.25)

Insgesamt sind die Wellenfunktionen gegeben durch

Yot (1,9, 0) = Rut(r)Yim (9, ¢) (6.2.26)
Auflerdem gilt per Konstruktion die Orthonormalitétsrelation
/w;lm¢n'l'm’ d3$ = O Ot O (6227)

Die Anzahl der Nullstellen von R,,;(r) ist gem&f dem Knotensatz N =n — [ — 1.

Die Energieeigenwerte lassen sich schreiben als

mZ2e} (Zep)? mc? 572

B —_ _ —_ 2 6.2.28
" 2h2n2 2apn? 9 ¢ 2 ( )
wobei die Sommerfeldkonstante
_ b, ] (6.2.29)
he 137 -
verwendet wurde. Niitzlich als typische Skala ist die Rydbergenergie
Ey =—13,6eV (6.2.30)
Z=1
Wegen
2m
/ / Vi (9, @) |? sin(¥9) dd dp = 1 (6.2.31)
o Jo

ist 72| Ry, (r)|? dr die Wahrscheinlichkeit, das Elektron in der Kugelschale zwischen 7 und r + dr
zu finden.
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Radiale Wellenfunktionen der niedrigsten Ordnungen:

n =1, I = 0: K-Schale, s-Orbital:

3
Z \2 _zr
Rip(r) =2 (> e 9B

ap

n = 2, | = 0: L-Schale, s-Orbital:

3
Z \2 Zr\ _zr
R =2 = l—— e 2
20(r) <2aB> ( 2aB> e =B

n = 2, | = 1: L-Schale, p-Orbital:

3
1 Z \2 Zr _Zr
Ry (r) = — () ?;e n

n = 3, | = 0: M-Schale, s-Orbital:

Rgo(r) =2 (Z> <1 _ 2 2(Zr)2) o

3ap 3ap 27&23

n = 3, [ = 1: M-Schale, p-Orbital:

CECLTEAL AP

n = 3, | = 2: M-Schale, d-Orbital:
2 (Zr)2 _zr
- e 3ap
ap

)= 327 (s

Wir merken an, dass nur die [ = 0 Zusténde nicht im Ursprung verschwinden.

(6.2.32)

(6.2.33)

(6.2.34)

(6.2.35)

(6.2.36)

(6.2.37)

1.0+
4 .
S
— =l =
0 n =0
2
_ 250
0 n=1, I=0 0 n=2, [=0
sl \ n=2. 10 L n=3, =0
&, N— =0
= 1\ n=3 :O T [
0 —~— - s °r
1- 25k o
. n=2, I=1 0 n=2, I=1
" 1F .
! n=3, I=1 n=3, I=1
0 0
(a) ! ! ! ! (b) ! L |
0 4 8 12 16, 20 0 4 8 12 20
2KT 2K

Abb. 6.3. Radiale Wellenfunktion R,;(r) fiir das anziehende Coulomb-Potential
(Z = 1). (a) Radiale Wellenfunktion R,;. (b) Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte

r’R}, oty Schavalil
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Rekursionsrelationen fiir Laguerre-Polynome:
Behauptung: Es gilt eine Darstellung mit der Erzeugendenfunktion

1t s tr
e ——ZLT(@H (t<1)
r=0

1—¢ 1—t

Der Beweis wird mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel gefiihrt:

10 = 5 p s o g0 = yf(f(t)ld

Tomi S (z—t) T omi

Wihle oben t = 0 und integriere um ¢ auf beliebigem geschlossenen Pfad mit |z| < 1:

7! e T
L = ——d
(@) =55 §£ 12
Variablentransformation:
w—x x L wdw—(w—z)dw  x

= w =
w 1—2z w

! 1 w—zx
L.(x) = r 515 x e ¥ e dw
w w

z =

w"” dr

_ —w dw = &* r_—x
omi* %e (w— )+l w=e dm’”(xe )

(6.2.38)

(6.2.39)

(6.2.40)

(6.2.41)

(6.2.42)

was zu beweisen war [vgl. (6.2.20)]. Wir erinnern dabei an den Residuensatz (Pol n—ter Ordnung):

1 ) an—l N
Res, f(w) = o5y im 50 (0 — )" (w)

1
= 5 315 f(w) dw = Res, f(w) (einfache Windung um Pol)
i

Wir leiten nun obige Formel partiell nach x ab:

_t + t oo tr oo , t,r-

— T __ 7 R -

(1—25)26 T 1—tZLT(x)r!_ZLT(x)r!
r=0 r=0

— tr o " 1 o tr
/ /
= E Lr(f)ﬁ = - E Lr(x)T + E Lr(x)ﬁ
r=0 r=0 r=0

Der Koeffizientvergleich damit:
LT—I L;,, L;nil

=Dl -

= Li(z)=7r(L._(z)— L—1(2))

Partielle Ableitung nach ¢ ergibt:

1 T xt _xﬁ_l—t—x_x%
((1—t>2<1—t>2<1—t>3>6 B

1—t— 7 =
S 0 Ly

r=0 : r=0

e tr tr—i—l Tt" e tr—l tr tr+1
= L= —Li— 0,2 V=N, o, "
Z{ "l "ol rr!} Z{ "(r—1)! T(r—l)!Jr "(r—1)!

}

(6.2.43)

(6.2.44)

(6.2.45)

(6.2.46)

(6.2.47)

(6.2.48)

(6.2.49)

(6.2.50)

(6.2.51)



Vergleiche t" Koeffizienten:

L, L, _ xL, . Ly 2L, L,

rl (r—1)! r _(T—l)!+(T—2)!

L.—rL,y —xL,=Lyy1 —2rL,+7rL—y

= L1 =0+2r—2)L, —r*L,_y

Mittlerer radialer Abstand und Schwankungsquadrat:
Gesucht sind die Erwartungswerte
k % kt2 2 X k2
F= [ B dr = [T i) dr
0 u:rRO

Wir leiten dazu folgende Formel her (Kramers-Relation):

E+1 @

k aB, k1 k 2 2 k-2 _
— (r®Y g — (2k—|—1)7<r >nl+1 (20 +1)% — k7] Z2<7’ Yt =0
mit k+20+1 > 0.
Beweis:
Wir gehen aus von
— — — -1 =0
{dpQ 2 ) (v)

—2mE
- =

—— und
nap

und fiithren wieder ein p = k1, Kk =

2m Zet €37k e2Zr? e Z3 2apn® 27
|E| h |E| |E| n?ag; (Zeo) ap

2 (l+1) 2z Z2
= |— — - =0
[er 72 + apr na% u(r)
Damit erhalten wir
o0 27 72
k k—2 k—1 k
/0 ur®u” dr = 1(1 + 1)(r" ) — e (r" 1) + 2, (r")

o0 o0
= —/ u'rky dr — k:/ wrF= 1! dr
0 0

Den letzten Term formen wir folgendermafien um:

oo o0 o
/ =ty dr = —/ r* =t dr — (k — 1)/ w2 dr
0 0 0

° k—1 ° k
= / Rty dr = —=——(rF72)  oder / rRud dr = =2 (rF71)
0 2 0 2
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(6.2.53)

(6.2.54)

(6.2.55)

(6.2.56)

(6.2.57)

(6.2.58)

(6.2.59)

(6.2.60)

(6.2.61)



Damit formen wir den ersten Term rechts um:

00 oo T‘k+1
/ k /2 dr = _2/ oo dr

oo k+1 2
:_2/ r u,[l(l+1)_2Z+ Z }udr
0

k+1 72 apr  n%a%
O [ I+ D(k-1), po  kZ, o0 (k+1)2%,
_ N Rz _Er )4 2.62
k:—l—l[ 2 (r >+aB<T ) 2n%a% ) (6.2.62)

Zusammen ergibt sich:

oS o 2 _
/0 k " qr = - i - (_l(l + 1)2(k 1) <’I“k_2> + ljli <7"k_1> _ (k2_7t21)BZ <,r_k>> + k(k2 1) <T‘k_2>
)2y = 2 ey 2ZQ2 (Y (6.2.63)
ap ncap

2
Die Behauptung folgt dann aus dieser Gleichung nach Multiplikation mit (k + 1);% und Umfor-
mung.

Wir schreiben nun die Kramers-Beziehung fiir £ = 0,1, 2 auf:

k+1 k-1 k 21 % ) ko
— 5 (") — 2k +1)2 2 D+ (@1 1) =] 2B = 0 (6.2.64)
n2 A < >7Ll =0 g <T >TLl n2(IB
k=1 2 3ap 1 %, ap
2<T>nl 7 + - 4 [(2l + 1) 1] ?< >nl =0 = <T>nl = ﬁ [ n-— l(l + 1)]
a
:nQBZ
2 05 B L@ R E =0 = %= font a4 1)+ 1]
ng nl Z nl 2 Z2 - nl — 2Z2
Schwankungsquadrat:
Arpy =1/ (r2) — (r)? = \/n2 n2 +2) —12(1 +1)2 (6.2.65)

Klassisch ist bei gegebener Energie der Drehimpuls auf einer Kreisbahn maximal. Dort verschwin-
det das Schwankungsquadrat. Quantenmechanisch finden wir fiir maximales [ = n — 1:

agn
(Mnn—1 = 2Z(2n +n) Arpp_1 = QBZ n+1
ATy 1
Tl _ — 0 (6.2.66)

<7“>n,n71 V2n+1 n—oo

Fiir groe Quantenzahlen ergibt sich also das klassische Verhalten.
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Das Korrespondenzprinzip gilt auch fiir den klassischen

Virialsatz:
V(z) xa? = Ein = %V (6.2.67)
mit ¢ = —1 im Coulombpotential. Fiir das quantenmechanische Coulombpotential folgt damit:
1 e2 72
Viw=—-€eZ{-) =—-% 6.2.68
Wi €0 <7”>nl n2ap ( )

andererseits ist

Zeg)? €272 1e272 1
(Zeo)” | «Z” _leg — (V) (6.2.69)

Eain)nt = En — (Vi = — - =
< k1n>nl n < >nl 2@3”2 TZZCLB 2n2a3 2

6.3 Zweikorperproblem

Bisher wurde die Annahme eines ruhenden Kerns getroffen. Dies ist eine gute N#herung, da
myp > me ist. Die Mitbewegung des Kerns ist jedoch leicht zu beriicksichtigen.

Héngt allgemein das Potential nur vom Abstandsvektor zweier Teilchen ab, dann kénnen wir
schreiben

H=—"4+-—= T1 — T .3.
o + 2 + V(%1 — T2) ( )
Definiere die reduzierte Masse

_mymg
AV

mit der Gesamtmasse M =mi +ma (6.3.2)

Die Relativ- und Schwerpunktkoordinaten sind gegeben durch

L L . . mop1 — Mmip2
-7 = - =~ = re 6.3.3
r =1 — T2 pr = (v — U ) L+ o ( )
o 1 + maT o o R
xs:w P =71+ 72 (6.3.4)
my + ma
Mit? [$ui7puj] = ihéyuéij
. mi . .
= [xriaprj] = 1+ ma ’Lh(gij + 77”1 . ’Lh(;ij = Zh&ij
(51, psi] = 1hdy;
[wrivai] =0
mims2 .
i Dri] = ——————=1hd;; (1 —1) =0 6.3.5
[.%‘Supm] (ml T m2)27j z]( ) ( )
Die Impulsoperatoren haben damit die Form
N h= . h=
Pr= ;vr ps = ;VS (636)

9, u: Teilchenindizes 1,2
i, j: Koordinatenindizes 1,2,3
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Der Hamiltonoperator ist dann in den neuen Koordinaten gegeben durch:

Py % _ m3P = 2mmep TPy + mipE | Y+ 287 + 73

2u  2M 2,002 (my + ma)? 2(my + ma)
__m pi+ my 1 ﬁézﬁ%Jrﬁ% (6.3.7)
2(mq1 + mg) 2(mq + ma) 2my 2mo
Die Wellenfunktion hingt nun von beiden Koordinaten ab:
w(fl,fg) — Ib(fr,fg) (638)
Dies fiihrt zu der zeitunabhéingigen Schrédinger-Gleichung;:
7y | D3
— + =5 + V(fr) w<fraf5') - Etotw(fra fS) (639)
2u  2M
Mit Hilfe des Separationsansatzes
(T, Ts) = eFsTs(7,) (6.3.10)
folgt damit
P2 ﬁ%%

Eg entspricht dabei der kinetischen Energie der freien Schwerpunktsbewegung. Die Schrédingergleichung
fiir ¢ (Z,) entspricht genau der Gleichung ohne Beriicksichtigung der Mitbewegung des Kerns, je-
doch mit m — p.

MeMMp _ Me Me oy 1 i i
eFmy N Me <1 me T+ ) und me ~ 3000 Die Korrektur ist also

geringer als durch héhere Ordnungen in « (relativistische Effekte).

Beim Wasswestoffatom ist y =
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7 Ankopplung an das elektromagnetische Feld

7.1 Hamiltonoperator

Bisher wurde die Kopplung an das statische Coulomb-Potential betrachtet. Nun ist die Schrédinger-
Gleichung fiir Teilchen in allgemeinen elektromagnetischen Feldern gesucht.

Dazu geht man von der klassischen Hamilton-Funktion fiir Punktteilchen der Masse m und Ladung

e aus:
H—i<ﬂ—fﬁ>2+e® (7.1.1)
Tom \P T ¢ o
Dabei folgen E und B aus den Eichpotentialen A und 9:
EFE=-Vbdb—--—A B=VxA (7.1.2)
c Ot

Wir verifizieren die Hamiltonfunktion anhand der Newton’schen Bewegungsgleichungen, welche
aus den Hamilton’schen Gleichungen folgen:

) oH 1 e
&= (o, H} = 52 = (pz- - EAi> (7.1.3)

3 3
. OH 1 e e 0A; od . e0A; 0P
pi={pnHYy = —5m =3 (- Ay o et =Yy (7.0.4)
b =1

— e —e
— m c c 0x; ox; c 0x; ox;

Wir leiten die 1. Gleichung nochmals nach der Zeit ab und setzen die 2. Gleichung ein:

3 3
mi; = p; — ‘ 04; EAi =2 Zij <8A] aAi) L EAZ‘ (7.1.5)
C

T _ —e _
c—~ox;"7 ¢ or; Ox; or; ¢
j=1 J J

Wir benutzen, dass

(@x B)i= (@ xVxA)y = djEijnerrsOrAs

jkrs
= &j(6irbjs — 0is0jp)0pAs = > _(#,0:A; — 50, A;) (7.1.6)
Jrs J
= mi; = S(f x B)i + eFE; Lorentzkraft (7.1.7)
c ~
Coulomb-
Lorentz-Term Term

Die erste der Hamilton’schen Gleichungen ergibt, dass

p=mi+-A (7.1.8)

ol®

Wir bezeichnen " als kanonischen Impuls und mi als kinetischen Impuls.

Die Quantisierung soll den klassischen Grenzfall fiir 4 — 0 ergeben. Mit dem Korrespondenzprin-
zip und dem Ehrenfest’schen Theorem (Kapitel 3.9) muss gelten:

{zi,pj} =0 — [wi,pj] = ihdy; (7.1.9)

Der kanonische Impuls ist also durch den Operator p = %6 zu ersetzen, dessen Erwartungswert
nicht dem kinetischen Impuls entspricht.
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Mit diesen Uberlegungen hat die Schrédinger-Gleichung die Form:

) 1 [/h 2
iho ot = Lm( V—A> +e®

Wenn wir die Eichfreiheit nutzen und die Coulomb-Eichung V-A=0 wéahlen, dann erhalten wir

1 [(h= 2\ 2 BV?2  hoefs - - = 2
(v-%) __v —7f<v-A+A-v)+ ‘

Wb (7.1.10)

2m \ i c 2m  2imc 2mc?
V% he - e? o
= — ——A- vV + A 7.1.11
2m  imc 2mc? ( )
und damit insgesamt
Schrédinger-Gleichung
) h2V/2 ihe - e2 e fiir Teilchen in allgemei-
Zhaw ~ " Tom ¢+7A v¢+ A% +edy (7.1.12) nen elektromagnetischen
Feldern
7.2 Bewegung im konstanten Magnetfeld
Fiir eine konstante magnetische Induktion B schreiben wir
N
A=-3 [ac X B] (7.2.1)
S 1 1
= |:v X Ai|@ = 5 Z z]k’a Ek:rsxrBS - _5 Zeijkskst
jkrs jks
1
= 52251%5’9]83 =B, (7.2.2)
S jk‘
=—24

Auflerdem: ® =0

Damit lassen sich die Terme in der Schrodinger-Gleichung in Coulomb-Eichung durch die magne-
tische Induktion B ausdriicken:

G 14 N . . o
@A-sz—f@(fx3>-Vw:m—e(:fxv)-Bw:—iL-Bw (7.2.3)
mc 2 mc 2mc 2mc
Spatprodukt: (axb) —(@xe)-b
e e’ 512 e? 2 32 52
A% = 7 x B)?)) = (* B*— (7B ) 24
gl v =g 5@xB) Y=o (2 (@-B)" )¢ (7.2.4)
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Wir nehmen nun noch 0.B.d.A. an, dass B || & und schreiben B = |B| = B,. Dann ist

2 2 2

" € 2 2 2\ 2 2 52
2mc? ¥ 8mc? [(:E Y+ “ ]1/} 8mc?

(2% + y*)B*y (7.2.5)

Wir behandeln nun den Fall schwacher Felder, d.h. wir vernachléssigen den Beitrag quadratisch
in A bzw. B.

Das magnetische Moment /i ist klassisch iiber das Drehmoment M definiert, das durch das
B—Feld induziert wird:

M = [i x B = puBsin? mit w= [ und ¥ = <(fi, B) (7.2.6)

Die Energie, ein zunéchst senkrecht (19 = g) ausgerichtetes magnetisches Moment in einem Winkel
¥ umzuorientieren ist

U
E = / pBsind d¥' = —puB [cos?']; = —pBcos? = —fi- B (7.2.7)
g

vy >

= CI_; - B mit e B, wobei der Operator des Bahnma-

Wir identifizieren also im Hamiltonoperator 5~

gnetischen Moments gegeben ist durch

fi=—07L="—pg= (7.2.8)

Dabei ist das Bohrsche Magneton

h
g = ;L —0,927-10720 % (7.2.9)

mc

Wir vergleichen bei dieser Gelegenheit mit einem Teilchen auf einer klassischen Bahn:

e

1 > 1
i = Qc/f’x jdir = % /Fx T(t)ed3 (7 — Z(t)) d®r = (1) x 0(t) (7.2.10)
=Jj

Mit dem Drehimpuls L=mZx¥ folgt damit fiir das magnetische Moment

L
= (7.2.11)

2me

Das klassische Bahnmagnetische Moment und der quantenmechanische Operator entsprechen ein-
ander damit nach dem Korrespondenzprinzip.

Fiir schwache B—Felder gilt also

0 R =, e » = R? =, =
=2 7 Ble=|_2_ 5. B 2.12
matw 2mv 2mc }1# [ 2mv a ]w 7 )

7.3 Normaler Zeeman-Effekt

Wir benutzen diese Uberlegungen nun, um den Hamiltonoperator fiir ein Wasserstoffatom in einem
schwachen, konstanten Magnetfeld in z—Richtung aufzustellen (B = |B|):

e h? oy el
H=Hy— —BL, Hy=——-V" - — (7.3.1)
2me 2m T
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Mit den Ergebnissen aus Kapitel 6 folgt damit

4
h
0 O B Wt (1,9, 0) (7.3.2)

Hntm (1, 0:0) = |~ 55202 = 3me

Zur besseren Unterscheidung von der Masse m haben wir hier den Eigenwert von L, mit my
benannt. Die Eigenfunktionen mit externem Feld sind also identisch mit denen ohne Feld. Die
FEigenwerte sind jedoch

4
meg
En7l7ml = _2h2n2 + thml (7-3.3)
mit der Larmor-Frequenz
B B
wp = — e = 202 (7.3.4)

" 2me 2me
Das Magnetfeld hebt also die Energieentartung der Zusténde mit gleichen n, [ aber verschiedenen
my auf.

la{l-g
Dies lésst sich in dem rechts abgebildeten 772 :< F Zwce

Termschema, skizzieren.

Es wird also das Auftreten von 2I+1 benach-

barten Linien vorhergesagt. Stattdessen be- £=1
obachtet man

e in Atomen mit ungeradem Z eine Aufspaltung in eine gerade Anzahl an Linien. — Der
Drehimpuls ist die Hilfte einer ganzen Zahl,

e dass die Linien nicht &quidistant sind.

Dieses reale Verhalten wird als anomaler Zeeman-Effekt bezeichnet. Theoretisch lasst sich

dieser erkldren, indem man den Elektronen einen Eigendrehimpuls — genannt Spin s — von s = %
zuordnet [Goudsmit und Uhlenbeck (1925)]. Auch lésst sich damit das Stern-Gerlach Experiment

(Kapitel 8) korrekt deuten.

7.4 Freie Bewegung im Magnetfeld

Wir betrachten wieder ein Magnetfeld in z—Richtung. Klassisch erzwingt dieses wegen der Lorentz-
Kraft die Bewegung geladener Teilchen auf Kreisbahnen. Wir wéhlen:

/0 S 0 0
A= |Bz = B=VxA=| 0 |=1o0 (7.4.1)
0 2 B B

Mit @ = 0 folgt dann fiir den Hamiltonoperator

2

0
1 e_,2 1 (& 1 1 e 2
- (~_,A) o— 1 |7 _¢|B (4 7( ——B) 4.2
2m p c te 2m P c Ox 2m<pm+pz>+2m Py c v (7.42)

Es gilt [p., H] = 0 und [py, H] = 0. Mit dem Separationsansatz

) (T) = E(x)errvtihe (7.4.3)
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ergibt sich fiir die Schrédingergleichung fiir £(z)

LR (- S8 6w - Bt (7.4.)

2m 2m

Mit der Zyklotronfrequenz w, = ;—Ei ist diese dquivalent zu folgender Darstellung

!gog+h2k§ 1 2(:5_ ik,

— + —muw;
mwe

2
2m | 2m | 2 )]f(l‘):E&(w) (7.4.5)

Auf der linken Seite ist der Hamiltonoperator fiir den harmonischen Oszillator mit Verschiebung
der Grundzustandsenergie (Bewegung in z—Richtung) und des Koordinatenursprungs. Fiir die
Energieeigenwerte ergibt sich

1
E, = hw, (n + 2) (Landau-Niveaus) (7.4.6)
Die zugehorigen Eigenfunktionen ergeben sich zu
1 52 h
() = ———=€ 2 Hp(s) mit s= L und o = (7.4.7)
2nnl\/mxo Zo MWe

7.5 Eichtransformation

Die klassische Bewegungsgleichung héngt nur von Eund B ab, ist also eichinvariant. Die Schrédinger-
Gleichung hiangt dagegen von den Vektorpotentialen ab. Es stellt sich also die Frage, wie sich die
Losungen unter Eichtransformationen A(Z,t) dndern.

Transformation der Eichpotentiale:

A A=A+ VA (7.5.1)
10

d— =0 -—A 5.2
cot (752)

Wir behaupten, dass die Wellenfunktionen folgendermaflen transformiert:

Y(F 1) — P (F,1) = ere E0(E, 1) (7.5.3)
Zum Beweis gehen wir aus von der Schridinger-Gleichung:
1 (he e - 2 - . L0
[2m <Z,V - cA(:c,t)) + e@(m,t)] (T, t) = Zhaqb(:c,t) (7.5.4)

Multipliziere von links mit ered und tausche den Faktor nach rechts durch unter zweimaliger

Verwendung der Identitét
9 9 9f(y)
fly) 2 — ( 2 _ 2T o f(y) 7
e < ” » e (7.5.5)

_ ’ )
S | L (ﬁv_eg_’?wvA) L ed
7 c 1 he

ereh(Z,t) = ik < - ==

1 h—* € = 2 / 17— . 8 (=
= g (39 -50) b ew| w0 = ing v (7.5.6)

1

Da |y(Z,t)|> = |1/ (£,t)|? ist, sind die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten unabhingig von der Wahl
der Eichung.
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7.6 Aharonov-Bohm Effekt
Betrachte ein zeitlich konstantes Magnetfeld, welches in einem bestimmten Gebiet verschwinden
soll.

o Wegen B=V xA=0= Aist in diesem Gebiet rotationsfrei.

e A kann als Gradient eines skalaren Feldes geschrieben werden:
A =VE(Z) mit 2(%) = / A(5)-ds (7.6.1)
2

Wegen der Rotationsfreiheit von A ist dieses Integral wegunabhéngig.

Es soll auBerdem E(Z) = 0 sein, was wir mit der Wahl ®(Z,¢) = 0 und A(Z,t) = 0 erreichen.

Mit der Wahl A = —Z ist A’ (Z,t) = 0 im feldfreien Gebiet — Das Vektorpotential wurde wegge-
eicht: o
JE A3)ds

R
Y= e

Das Aharonov-Bohm Interferenzexperiment hat nun den folgenden Aufbau:

(7.6.2)

Schhirnn

Es ist das klassische Doppelspaltexperi-
ment, bei welchem auf dem Schirm Inter-

zu kommt eine Spule, die sich im Gebiet, in ®/ﬁg

dem die Wellenfunktion verschwindet (also 6?“4[4\

z.B. zwischen den beiden Spalten), befindet.
Durch die Spule soll ein magnetischer Fluss

2
ferenzmaxima und -minima auftreten. Hin- \
1

@B:/é.dﬁz/(ﬁxﬁ).dﬁ (7.6.3)

flielen, welchen wir ein- und ausschalten kénnen.

Y; : Wellenfunktion durch Spalt ¢ mit Magnetfeld,
;. 0: Wellenfunktion durch Spalt i ohne Magnetfeld.

GemifB obiger Uberlegungen gilt
V1,5 (E) = i 0(F)e e i AT (7.6.4)

wobei das Subskript ¢ = 1,2 am Integrationssymbol fiir den Weg durch einen der Spalte steht.
Sind beide Spalte gedfinet, ergibt sich die Wellenfunktion als folgende Superposition

U(E) = V1,5(E) + vap(F) = (Vro(@)efeP? +n (7)) ef o AO (7.6.5)

wobei wir benutzt haben
/ﬁ(g)-dg— /A’(g‘) CdF = %J(g)-dgz /(6 x A)-dA = Dy (7.6.6)
1 2

Mit einer Anderung des Flusses ®p éndert sich somit auch das Interferenzbild.
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Etwas genauer kénnen wir die von den Spalten ausgehenden Zylinderwellen betrachten:

1 .
Yio(T) = Fek ri = |T — Z (7.6.7)
2

wobei Z; der Ort des Spaltes i ist und k = 5 mit der Wellenlénge \. Interferenzmaxima treten
dann auf fiir

kry + hii[)B — kro = 21n mit nez (7.6.8)
c
oder entsprechend
A q
ry —ro = % (27‘&'71 — %¢B> (769)

Wihrend die Phasen von ; g eichabhéngig sind, ist die relative Phase eichunabhéngig, was dar-
aus folgt, dass das geschlossene Wegintegral {iber ﬁE(:E’) verschwindet, oder dquivalent, dass der
magnetische Fluss eichinvariant ist. Anders als in den Newton’schen Bewegungsgleichungen lassen
sich in der Schrodinger-Gleichung die Eichpotentiale also nicht vermeiden und wir haben hier ein
Beispiel fiir einen physikalischen Effekt von A selbst in Regionen, in denen E =0und B = 0.

Wir erinnern noch kurz an die Bedeutung magnetischer Fliisse durch ringférmige Supraleiter. Fiir
diese muss gelten, dass

15 (8) = io(@)eh i A48 (7.6.10)

periodisch ist. Hierbei liegt & im supraleitenden Ring. Demnach muss gelten
€ %E(;) di=Ld=92rn mit neZ oder
he hc

orhh
&=-ndy mit B$p=——r (7.6.11)
q

Ein Cooper-Paar im Supraleiter besteht aus zwei Elektronen, also ist das Flussquantum

whe

D (7.6.12)

el

Die Flussquantisierung ist wesentlich fiir die Funktionsweise von SQUID—Detektoren'? zur Prizisionsmessung
von Magnetfelddnderungen.

10superconducting quantum interference device
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8 Spin und Addition von Drehimpulsen

8.1 Direktes Produkt

Haben wir es mit mehreren Teilchen zu tun, oder hat ein Teilchen neben seinem Ort weitere
intrinsische Eigenschaften (z.B. Eigendrehimpuls), dann ist die Beschreibung durch die Ortswel-
lenfunktion in n Dimensionen nicht mehr ausreichend.

Sind |&;) € H; Hilbertraumvektoren, dann definieren wir das Tensorprodukt

&) ® |€2) @ ... @ [EN) = [€1)|€2)--[EN) = [€1,62, -, En) EH1 @O H2 ® ... @ Hy (8.1.1)

Im Produktraum wirken die Operatoren folgendermaflen:

Al ®..® AN|§17 7£N> = |A1€17 (X AN§N> (812)
Das Skalarprodukt ist gegeben durch
(€1, - ENICL, -y Cv) = (&l C1) - (En ICN) (8.1.3)

Beispiel: Zweiteilchenzustand
# und v sind die Orte des ersten bzw. des zweiten Teilchens

[V) = |1) @ [h2) = |31, 102) (8.1.4)
Die Zweiteilchen-Ortswellenfunktion ist dann gegeben durch
Y(u,0) = ((u] @ (])[th1) @ [h2) = 1 (@)1 (T) (8.1.5)

Zu dem Beispiel der Kombination verschiedener Eigenschaften (Ort und Spin) kommen wir im
Folgenden.

8.2 Intrinsischer Drehimpuls (Spin 1)

Gesucht:

o Effektive Beschreibung von Systemen mit Bahndrehimpuls als punktférmige Teilchen (z.B.
p—Mesonen)

e oder die Beschreibung eines punktférmigen Elementarteilchens mit Drehimpuls als intrinsi-
scher Eigenschaft: Spin

Die nichtrelativistische Quantenmechanik (ebenso wie die Mechanik) soll invariant unter Galilei-
Transformation sein.

Wir bendtigen also Groflen, die kovariant transformieren: Skalare, Vektoren & Tensoren:

Skalar: 8" = S

Vektor: A’ = ¢~ #A 1

Tensor: Tz/] = [e_@f\] - [6_@&} Ty
i’ 77’

YRy
VARSI

Bisher: Wellenfunktion als skalare Grofie
Nun: Vektoren
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Wir erinnern dazu an die Drehimpulsalgebra
und daran, dass die L; Erzeugende von Drehungen sind:

# Loy () (8.2.2)

Stle.

V(7)) = p(R™'7) = e~

Fiir eine vektorwertige Wellenfunktion werden die Polarisationszusténde |e;) durch folgende Zu-
ordnung definiert:
é} <~ ’€z> = <5i’5j> = é'iT . é} = 5ij (8.2.3)

Diese Basisvektoren spannen den Hilbertraum R? auf.

Wellenfunktion:
(E) = > hi(@)é (8.2.4)
1=T,Y,2
Zustand:
= [ X w@ @l d (8.25)
“ N———
1=T,Y,2 direktes Produkt
L?®R3
Transformation:
o — PR — i PRz
7(F) = —+ Ly (7 A g, 8.2.6
P@= 3 (@) 3 [ e (520
1=T,Y,2 J
Bezeichne . o
DOwn) () — ~4FGE) g pEahn) () _ p(g) (8.2.7)
N W> _ D(Bahn)@) ® D(Spin)((ﬁ)l “> (8.2.8)

AuBlerdem hatten wir bereits bemerkt, dass
die Drehimpulsalgebra erfiillt.

Wir postulieren nun, dass Operatoren, welche Drehungen erzeugen, Drehimpulsoperatoren sind.
Der Beweis dafiir ldsst sich letztlich in der Quantenfeldtheorie mit Hilfe des Noether-Theorems
fithren. Wir werden aber nun sehen, dass dieses Postulat zu einer Beschreibung des Spins im
Einklang mit den allgemeinen Eigenschaften des quantenmechanischen Drehimpuls fiihrt.

Wir definieren den Spinoperator fiir ein Vektorteilchen

S, = ihA (8.2.10)
Wir erinnern an die explizite form
00 0 0 01 0 -1 0
Ai=10 0 -1 Ab=10 0 O As=11 0 O (8.2.11)
01 0 -1 0 0 0 0 O
= 2 =211 =R2s,(s,+1) = s,=1 (8.2.12)
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= Vektorteilchen haben einen Drehimpuls vom Betrag hs, = h, man sagt auch ,,Spin-1¢

Insbesondere gilt dies auch fiir Photonen, wobei allerdings das hier gefiihrte Argument relativis-
tisch verallgemeinert werden muss.

Die Eigenwerte von

0 -1 0
Sy, =th|1 0 O (8.2.13)
0 0 O
sind gegeben durch
- €1 & e
+h (m, = +1 mit Eigenvektoren
(my ) g NG
0 (my,=0) mit Eigenvektor €3 (8.2.14)
Mit —s, < my < s, und m,, € Z wie fiir den Bahndrehimpuls.
8.3 Stern-Gerlach-Experiment
Die Energie eines magnetischen Dipols im Feld ist gegeben durch
H=—ji-B (8.3.1)
Diese Energie fithrt zu einer Kraft auf den Dipol, welche durch
F=-VH=V(ji-B) (8.3.2)

gegeben ist. Im Versuch von Stern & Gerlach (1922) wurde ein inhomogenes Feld mit einem
Magneten mit asymmetrischen Polen erzeugt.

Durch dieses Feld werden lings (in die Papierebene) Silberatome . S
gesendet. Neben abgeschlossenen Schalen haben diese Atome ein
Elektron im s-Orbital (I =0, m = 0).

Aufgrund des verschwindenden Bahndrehimpulses erwarten wir ji =
0 und damit keine Ablenkung im Feld. /V

Stattdessen wird eine Aufspaltung in zwei Linien gefunden. Dies kann mit einem intrinsischen

)2(;27141
Spin des Elektrons erklért werden — allerdings nicht mit Spin 1, da die Linie ohne Ablenkung fiir
m, = 0 nicht auftritt.

e Man benoétigt stattdessen s, = %, so dass mit —s, < my, < s, und Am, € Z nur m, = :t%
erlaubt ist.

e Dies wiirde auch das Auftreten einer geraden Zahl an Linien im anomalen Zeeman-Effekt
erkldren.
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8.4 Spin 1/2

Gesucht ist Spinoperator S ,
e welcher die Drehimpulsalgebra erfiillt
e mit Eigenwerten hs(s +1) = 34 (— s = 3) von 52
e mit Eigenwerten :l:g von S;

Wir 16sen dieses Problem mit einem konstruktiven Ansatz. Dazu betrachten wir 0.B.d.A. Eigen-
zustdnde von S, mit der Eigenschaft

5.1 = 21 S11) =21 8.41)

Da S, hermitesch ist, miissen die Eigenzusténde orthogonal sein. Desweiteren sollen diese Zustédnde
auf 1 normiert sein

=0 wd  @F[H={H=1 (8.4.2)
Diese Forderungen lassen sich realisieren mit der konkreten Spinor-Repréisentation
1 0
H=ls=bm=th o w=(g) 1H=l=bm=-b o x=(]) )
und .
1 0
S, = 3 (O 1> (8.4.4)
Die Leiteroperatoren sind dann gegeben durch
Li|l
m+1) = £llm)
VI Fm)(IEm+1)
1
= 1) = FSulb ) (8.45)

Da auflerdem fiir die Leiteroperatoren des Spins gilt

s, <é> —0 S <(1)> —0 (8.4.6)

folgt fiir die in Gleichung (8.4.3) gegebene Spinor-Représentation

() =3 () =G 0 0
0= ()= G 5) ) s

Fiir die Leiteroperatoren des Drehimpulses gilt
Ly=L,+xil, (8.4.8)

Die gesuchten Matrizen S, und S, ergeben sich damit zu

((1) é) (8.4.9)

(? _OZ> (8.4.10)

1
Se = 5(S4+5-) =

NS N S

1
Sy=5:(S4 = 5-) =
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Wir fithren nun die Pauli-Matrizen ein:
0 1 0 —: 1 0
O = (1 O> oy = (Z 0 ) 0, = (0 _1> (8.4.11)

Mit diesen lésst sich der Spin-Operator schreiben als

= h
S = 55 (8.4.12)

In der Tat ist damit die Drehimpulsalgebra erfiillt
[Si, S| = ihe;jiSk (8.4.13)

z.B. folgt dies aus dem Kommutator der Pauli-Matrizen, welchen wir gemeinsam mit weiteren
niitzlichen Eigenschaften notieren

2 _ 2
® 0. =0y

= a§ =1
o [0;,0y] = 2i0, und zyklisch & [04, 0] = 2ig; 104
e {0,,04} = 0 und zyklisch
® 0,000, =1-1
e Tro, = Troy =Tro, =0
e deto, =deto, =deto, = —1
® 0;0; = 0ij + €10k
Der Zusammenhang zwischen einem allgemeinen Spin-Ket |a) und den Spinoren ist gegeben durch

o) = ar[ H+a|l) & xa=x+(T]e) +x-({ )

o) = [Dxh xa 1 DX xa (8.4.14)

Entsprechend dem Fall fiir Spin-1 schreiben wir den Produktzustand als

v) = / @I @ | 1) + - (@D ® | 1] da (3.4.15)

Niitzlich ist die konkrete Darstellung der Wellenfunktion als Spinor

o (V@) " .
v@) = (7 0) =@t 0 +x-@ s )

& W= [ [r@zn +x v@iE ] o (8.4.16)
Die Normierung des Zustandes hat dann die Form

(] T) = / (6 @) + o (@) & =1 (8.4.17)

89



8.5 Magnetisches Moment

Zur Erklarung des Stern-Gerlach Versuchs muss der Spin an das Magnetfeld koppeln. In Kapitel 7
haben wir fiir den Bahndrehimpuls L folgenden Zusammenhang mit dem magnetischen Moment
gefunden

[ —
(i =—1L"L 5.1
HBahn e (85 )
Analog ist hier
e —
fiSpin = §g—— 8.5.2
HSpin ngc ( )

wobei g der gyromagnetische Faktor (Landé -Faktor) ist. Die Dirac-Gleichung sagt fiir das Elektron
g = 2 voraus und die experimentelle Bestatigung dieser Vorhersage ist ein wesentlicher Erfolg der

relativistischen Quantenmechanik.

Tatséchlich ist g = 2 - (1 + O(«)), mit der Sommerfeldkonstante o = Z—i ~ 13- Der Vergleich der
Korrekturen mit der Rechnung aus der Quantenelektrodynamik fithrt zum genauesten Test dieser
Theorie.

Fiir die Wechselwirkung im Magnetfeld haben wir also den folgenden Beitrag zum Hamiltonope-
rator
e

Hin -
T 9me

(Lol + g-1®5)-B= 5 (L+g)- B (8.5.3)
SpinoTrraum OrtsTraum

Dabei wird wie angedeutet die eigentlich erforderliche Produktschreibweise unterdriickt, da klar
ist, in welchem Hilbertraum L bzw. S wirken.

Schliefllich merken wir noch an, dass gproton = 5,59, wihrend fiir das Neutron [Neutron =
-3,83 2:1(318 ist — selbst neutrale Teilchen konnen also ein magnetisches Moment haben.

8.6 Drehungen von Spinoren

Spinoren werden mittels folgender Operatoren gedreht

) (@) = e 175 (8.6.1)

N

Dl
Da S hermitesch ist, ist D unitér. Auflerdem gilt fiir diagonalisierbares A

Tr[In(A)] = In[det(A)] (8.6.2)

ln[det(A)] = ln[det(S_l AD S)] =In <det(S_1) det(S) HAD”> = Z]H(AD”) = TT[ID(AD“)]

diagonal =1

D) S dei(4) = P
Spur zyklisch,...ADAD...:SAS_15A5_1.,,:>Tr[A%}:Tr[An}

Mit A = e~ 575 folgt damit fiir die Determinante von D(%)(gﬁ)

det [D(%)(@} = e i TIPS — =50 = 1 (8.6.3)

Die D(2) ($) bilden also die Gruppe der unitéiren 2 x 2 Matrizen mit Einheitsdeterminante, genannt
SU(2).
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Es stellt sich die Frage, ob diese Gruppe isomorph zur Drehgruppe SO(3) ist. Wir betrachten
dazu die Drehung eines Spin-Kets |a) um den Winkel 27 um die z—Achse

67%52277‘&) _ ‘ T)Xﬂ- 67502277 Yo + ’ ¢>X’r_€f%022ﬂ-xa

—m(l 0)
=e 0 =1

=~ dxa = [ Wxlxa = —la) (8.6.4)

Bei einer Drehung um 27 geht also |a) in —|a) iiber. Fiir |a) — |«) ist dagegen ein Vielfaches
von 471 notig.

Die Gruppen SU(2) und SO(3) sind also nur lokal isomorph, d.h. die Abbildung
plvin2)(z) — DO (gz) (8.6.5)
ist nur ein lokaler Isomorphismus, da

p(Spin 3) (3) £ p(Spin 3) (<5+ 2#%) (8.6.6)
beide jedoch auf das gleiche Element in SO(3) abbilden.
Der Effekt ist tatséchlich physikalisch: Neutronen lassen sich aufgrund ihres magnetischen Mo-
ments mittels Spin Prézession im Magnetfeld drehen.

Prézessionsfrequenz:

W= o — mit g, =—1,91 (8.6.7)

Seit T die Zeit, welche die Neutronen SPNp,

benstigen, die B # 0 Region zu durchlau-

fen. Variiert man das Magnetfeld, dann fin- Bzo Relebior
det man zwischen zwei Interferenzmaxima:

4
©AB . Ap_ drhmnc

(8.6.8)
mnpC €ogn

Entsprechende Experimente wurden 1975 tatséchlich durchgefiihrt und sind eine gléinzende Bestéitigung
von Paulis Spinorentheorie.

Neben dreidimensionalen Vektoren und aus diesen gebildeten Tensoren, welche schon aus der
klassischen Physik bekannt sind, gibt es in der Quantenmechanik zusétzlich Spinoren (und daraus
gebildete Tensoren, welche wir in dieser Vorlesung nicht behandeln). Diese sind auch in der Natur
realisiert. Als komplexe Objekte tauchen diese in der klassischen Physik nicht auf. Vektoren,
Spinoren und daraus abgeleitete Objekte (Tensoren) erschépfen die Darstellungen der Drehgruppe.

8.7 Drehmatrizen

Sei nun J ein allgemeiner Drehimpulsoperator (Spin, Bahn oder eine Kombination aus diesen)
mit Eigenwerten und -zusténden

T2\, m) = K255 + 1)|j, m) J.|j,m) = hmlj,m) (8.7.1)
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Dann definieren wir die Wigner—D—Matrix als

DY), (R()) = G m'|e= 745, m) (8.7.2)
Da [f, j?] = 0 lassen Drehungen j unverdndert, weshalb Matrixelemente zu verschiedenen j

automatisch verschwinden. Dﬁi?m ist eine (25 + 1) x (25 + 1) Matrix.

Wirkt der Drehoperator nicht wie hier angenommen auf Drehimpulseigenzustéinde, dann kann
man gruppentheoretisch zeigen, dass sich die Matrixelemente durch eine Basistransformation auf
eine blockdiagonale Form bringen lassen:

Die Blocke entsprechen dabei den D) und lassen sich nicht //// 0 0
weiter in kleinere Blocke transformieren. Man sagt: Die D) 7,

sind (25 4+ 1)—dimensionale irreduzible Darstellungen der 0) // /, 0
Drehgruppe. D D ﬁ[

Kugelflichenfunktionen und Drehmatrizen

Betrachte die Drehung des Einheitsvektors |2) zunéchst um den Winkel ¢ um die y—Achse und
dann um den Winkel ¢ um die z—Achse (vgl. Skizze in Abschnitt 5.4).

= |2) = |a) = D(R( ZZD (9, ©))|1, m) (I, m|2) (8.7.3)

= mem (0, )|, m)({l, m|2) (8.7.4)
:lejn/(ﬁﬁp)
20+ 1 20+ 1
(1, m|2) = Yii(9 = 0, beliebig) dmo= \/ = P (cos(#))|  Omo = {/ ———0mo  (8.7.5)
1 Ar 1 9=0 Am

Ylm(O,go)zo fiir m;ﬁO Pl():Pl

Dabei haben wir benutzt, dass L,|2) = 0|2), d.h. |2) ist Eigenvektor von L, zum Eigenwert m = 0.

= DUG(RO,9)) = | 57 Vi (9,9 (87.6)

8.8 Addition von Drehimpulsen: Problemstellung

Klassich addieren sich Drehimpulse vektoriell. Quantenmechanisch jedoch gilt:
[Ji, Jj] = ihe;jiJy (8.8.1)

Es lassen sich also nicht alle Vektorkomponenten simultan festlegen. Man muss also eine Basi-
stransformation zwischen den Basissystemen der einzelnen Drehimpulse und dem Basissystem fiir
den Gesamtdrehimpuls bestimmen.

Konkret verdeutlichen wir die Problemstellung am Fall von Spin % & Bahndrehimpuls.

Da wir s = % wéahlen, unterdriicken wir die Notation von s und schreiben die Spineigenzustdnde
als

|S7m8> = ’%7i%> ’%7"’—%) = ‘ T>7 ’%7_%> = ‘ \L> (882)
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also

1/1
Sl x5y =15 ( 5+ 1) 15.£3)
2\2
h
SZ|%7:|:%> = i§|%7i%> = hm5|%vi%>

Ort/Spin-Produktzustand:

Gesamtdrehimpuls:
J=L®1+1S=L+S

wobei wir im letzten Ausdruck die Notation der Identitdtsoperatoren unterdriicken.

Drehoperator: B )
D(R) = DB (R) @ POPIn 2)(R) = ¢~ #LP @ ¢ #5¢
Wellenfunktion:
V(@) = (T 5, 23]0) = ) (& 5, F5ln,Lom; 3, £5)(n, [ m; 5, £5]0)
n,l,m
=" Yuim@ (0, Lms 5, £5]0)
n,l,m

Problemstellung:

Entwickle statt in |I,m; s, m,) in |j,m;, 1, s), oder allgemein: Wenn
J=Tiol+1ah=J+J
dann entwickle statt in |j1,m1; jo, mo) in |7, m;, j1, j2), wobei gilt:
J122]51,2, m1,2) = hma 2]j1,2,m1.2)
TEoljr2,mag) = 02512 (12 + 1) 1,2, ma 2)
und J. |7, mj, j1, j2) = hm;|j, m;, ji, j2)
TG, mg, g, ga) = B35 + 1)]jomy ju. o)

Die Entwicklungskoeffizienten
(J1,ma; g2, malj, my, j1, j2)

nennt man Clebsch-Gordan Koeffizienten.

(8.8.3)

(8.8.4)

(8.8.5)

(8.8.6)

(8.8.7)

(8.8.8)

(8.8.9)

(8.8.10)

Dabei bilden J? , J1, und J_Q2 , Ja. eine vollstandigen Satz, da dies fiir die jeweiligen Paare gilt und

die entsprechenden Unterrdume unabhéngig sind.

Andererseits kommutieren J2, .J,, J? und J§ untereinander, da [.J,, fo] = [J12 + Joz, J_%2] =0

und [J?, J; 2] = 0, wie man sieht anhand von

j2:j12+j22+2¢71'jé:j12+j22+J12J22+J1+J2_+J1_J2+

(8.8.11)

Wir werden sehen, dass wir jeden Basisvektor |ji,m1;j2, m2) in den Zusténden |j, m;, ji1,j2) ent-

wickeln kénnen, so dass auch J? . J? , J_% einen vollstédndigen Satz bilden.
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Wichtig ist allerdings in Erinnerung zu behalten, dass trotz [J2,.J,] =0 1.A. [J2 Ji9.] #0

Bevor wir die allgemeine Losung angehen, betrachten wir den Fall Ji = S und Jo

S1 9 zwei Spin % Operatoren sind.
, pm 5 Up

= J=8=801+195 =5 +5

Mit der Notation J — S, j — s
|71, M1 j2, ma) = |s1,ma; 52, Mm2)
|j7mjaj17j2> = |57m5551)82>

Dies beschreibt z.B. zwei-Elektronen-Systeme wie das Heliumatom.

Da s1 = 59 = % und my 2 = :l:%, ist die Basis |s1,mq; $2, mo) vierdimensional.

In der Basis |s,ms, s1, S2) existieren folgende Méglichkeiten:
0 — mys=0
S =
1 — ms=-1,0,1

Das heif3t, auch diese Basis ist vierdimensional.

Der Zustand mit minimalem m; ist offenbar

’1 17%7%> ‘%7_

N[ =
o=
<~

9

DO

Wir erzeugen daraus ms = 0,1 mit dem Leiteroperator

S+:Sa;—i-iSy:Slm+i51y+52x+i52y:Sl++52+551+®]1+]1®52+

1 1 1.1 1 1 1.1 1 1 1.1 1
Mit der korrekten Normierung fOlgt also

1

1 1 1 1 1 1 1.1 1
11,0,5,3) = ﬁ(biz 3 +13 313 3))

1272

Die nochmalige Anwendung des Leiteroperators ergibt dann

S+|1 0= 2 2> 72‘%’%’ %7 %>

V2

Auch hier folgt dann mit der korrekten Normierung
L1335 =135753)

Der Zustand zu s = 0 wird orthogonal zu diesen dreien gewahlt

1
|0, 07;9 7(|l Ll Ly i -1l l>)
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(8.8.12)

(8.8.13)

(8.8.14)

(8.8.15)

(8.8.16)

(8.8.17)

(8.8.18)

(8.8.19)

(8.8.20)

(8.8.21)



Wir kénnen nun fiir dieses Beispiel explizit die nichtverschwindenden Clebsch-Gordan-Koeffizienten
angeben:

.,i' «i. 1
wm
¢ 7o +1|1 0
W4 MZ o
wny i, | Kodlitinten 220100 0
2 -2 EE|
AL AN KT N
Wolabion : vy, Pb G z t3977 3
A a 1
2 z

8.9 Addition allgemeiner Drehimpulse und Bestimmung der
Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Die Entwicklung der Zustdnde in der Gesamtdrehimpulsbasis durch Zusténde in der Basis der
beiden Einzeldrehimpulse ist gegeben durch

omg,disda) = Y i mas ja,ma) (i, ma; ja, malf, my, i, o) (8.9.1)
mLom2 Clebsch-Gordan-Koeffizienten
Dabei ist
ZZ 1, ma; ja, ma2) (41, ma; g2, ma| = 1 (8.9.2)
mi1 m2

im Unterraum der Zustdnde mit gegebenen j; & js.

Behauptung: Fiir m; # m1 + mg verschwinden die Clebsch-Gordan-Koeffizienten.
Beweis: Offenbar gilt
(Jo = J1z = Joz) | g1, m1; J2, m2) = 0 (8.9.3)
=0

Linksmultiplikation ergibt:
{3y my, g1, gl (J2 — Jiz — Jaz) i1, mas ja, ma) = 0
= (mj —m1 —ma) (j,mj, j1, j2|j1, m1; j2, m2) = 0 (8.9.4)
woraus die Behauptung folgt.
Behauptung: Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten verschwinden, auler wenn |j; —ja| < j < j1+ja.

Identifizieren wir j und ji 2 mit der Lénge klassischer Vektoren, dann ist dies genau die Dreiecks-
ungleichung.

Quantenmechanisch ist der Beweis etwas miihseliger. Wir iibergehen diesen daher an dieser Stelle,
zeigen aber als Konsequenz obiger Bedingung, dass beide Basen die gleiche Dimension haben:

Dimension der Basis |j1,m1;j2,m2) : N = (2j1 + 1)(2j2 + 1)
Ji+J2
Dimension der Basis [j,m;, j1,j2) : N = > (2j+1)= (21 +1)(2j2+1) (8.9.5)
J=j1—j2
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Zur Bestimmung der Summe nehmen wir hierbei 0.B.d.A. j; > jo an.

i1-+j2 . NP . ) ) ‘ ‘
ji (2j+1):2<(31+32>(J21+J2+1) (91—92—21)(31_32)

- >+j1+j2—(j1—jz)+1
J=Jj1—7j2

= (45142 +2j1) +2jo+ 1= (251 + 1)(2j2 + 1)

Zusammen mit der Tatsache, dass jQ, J, j%, jg kommutieren, ist nun also klar, dass dieser Satz
vollsténdig ist, da der vollstindige Satz J_lg, J1z, !]_22, Jo. ein Basissystem gleicher Grofle besitzt,
welches den gleichen Unterraum aufspannt.

Entsprechend der Eigenschaften von Transformationen zwischen Basissystemen (Kapitel 3.5) bil-
den die Clebsch-Gordan-Koeffizienten eine unitdre Matrix. Dariiberhinaus ergibt sich aus den im
Folgenden besprochenen Rekursionsrelationen, dass die Koeffizienten reell gewéhlt werden kénnen,
so dass sie insgesamt eine orthogonale Matrix bilden. Es ergeben sich daraus folgende Relationen:

D0 G mas e malismy, ju do) (Gt mi; g2, mb| 5, ms 41, 52) = Syt Smgm
Joomy
Z Z<j17 ml;jQ) mo ’ja mj7 j17j2><j17 mi; j27 m?’jla m‘l7'7j17 .]2> - 5]]/5771]771; (896)
mi1 mo
Mit j" = j und m/ = m; = mj +mz erhalten wir die niitzliche Normierungsbedingung
Zz<j17m1;j27m2|j7mj7j17j2>2:1 (897)
mi1 mo

An Stelle der Clebsch-Gordon-Koeffizienten werden manchmal die Wigner-3-j-Symbole ver-
wendet:

) } ) . o - j j j
(1, ma; g2, malj, my, g1, ja) = (=1)71 772"\ /25 + 1 (mll mQQ m) (8.9.8)
Rekursionsrelationen fiir die Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Wir gehen aus von

Jeljsmy, g1, g2) = (it + Jox) D D |j1, ma; g2, ma) (j1, ma; ja, mald, my, jir, ja)

m1 m2

= hyJGFm)G +mj + Dl my % 1,51, 52)

= 5 (i s Dl £ 15,00

! !
my My

T \/(]2 :leg)(]Q :|:TfLI2 =+ 1)|j17m/1;j2am/2 + 1>) : <j1?m,1;j2am/2|ja mj?jlaj2>

(8.9.9)
Diese Gleichung multiplizieren wir nun von links mit (ji, m1; j2, ms]
= LS = hy/(F F my)(j £ mj + 1)(Gr.ma o, maljm; £ 1, 1. )
= I/ (j1 F ma + 1)(j1 £ ma) (1, ma F L5 ja, malj, my, ji1, jo)
+ 1/ (j2 F ma + 1) (J2 £ ma) (j1, m1; jo, ma F 1§, my, j1, j2) = RS (8.9.10)

Dabei haben wir im ersten Term rechts m} = mi F 1, m,, = mgy gesetzt und im zweiten Term
/ /
mj = mi, My =ma F 1.
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Betrachte nun diese Rekursionsrelationen in der mq, mo—Ebene:

g+ 1342;144«/'4(47, d- -Bezislong
LS

(= 1,91, ) (wrq,™M247)
PS (my, 2o
1 2) RS
RS
(1, 1,4
7,77 ) LS (W 2, w,vq)
(“’f,‘“’g )
Zeichne nun die Grenzen der erlaubten Region, gegeben durch
Im1| < j1 Ima| < j2 —j<mi+ma<j (8.9.11)
m2 = 4 2z ,
A, =
NB: Fiir j; + jo = j haben wir ein Y' 274
Rechteck. Die hier beispielhaft dargestellten s A
. . Wd"dq n
Verhéltnisse entsprechen i .
'W4 :} 1
=3 =4  j=5 mmk

& Wz:‘J,Z

Wihlen wir als Ausgangspunkt A, so wihlen wir

als erste Rekursionsrelation ein J_—Dreieck, wo- A
durch wir den Koeffizienten B erhalten, da der _
dritte Eckpunkt einem verschwindenden verbote-
nen Koeffizienten entspricht. Es lassen sich dann

: . . . . 8
mit den Rekursionsrelationen aus jeweils zwei be-

kannten Koeffizienten ein dritter konstruieren.

Nutzt man dann die obige Normierungsbedingung fiir die m1, ms Summe, dann sind die Koeffizi-
enten bis auf einen Faktor gegeben. Es ist klar, dass sofern der Koeffizient am Punkt A reell ist,
dies wie oben behauptet auch fiir alle anderen Koeffizienten gilt.

Ein einfaches und wichtiges praktisches Beispiel ist die Addition von Spin % zu einem Bahndre-

himpuls (— [ ganzzahlig), also die Situation im Wasserstoffatom. In obiger allgemeiner Diskussion
identifizieren wir dazu

1 1
jlzleN mip = 1my j2=8=§ m22m52i5 (8.9.12)
=141 fiir [ > 0
Erlaubte j : J 2 s (8.9.13)
j=1 fur{=0

Wir gehen zunéchst aus vom Fall j =1 —i—% und benutzen in der Reihe mo = —i—% die J—Relationen.
Dies hat den Vorteil, dass nur Beziehungen zwischen je zwei Koeffizienten verwendet werden
miissen.
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b=0-+: J 4+
gk s % A, -‘zi :W':z
_\'!M‘,vmmJ =g. = ‘e g
wtm, = ‘f‘% \—A‘ Aot wy-f- ". ‘.‘ fia
Mz='— .‘w < = H ﬂ“’l‘:-_“_f_ A/ T
& ' A l o .( z
h\/(l+§—m]~) (I+ 3 —mj+1),my; 3, L1+ 1,my — 1,1, 3)
=hy/(L+my+1) (1 —ma){l,my + 153, L1+ 3,my, 1, 1) (8.9.14)

: — . _ 3
mit m; = m; 5

= h\/(l—l—%—l—m]’) (l 1 7 1)<l,mj—%;%,%|l+%,mj—l,l,%>

= /(1 +m; — ) (L 8) (my — 5 5.8+ ,my D) (8.9.15)

Ersetze nun m; — m; + 1

1.1 1 1 1 l+mj+% 1.1 1 1 1
= <l,mj—§;§7§|l+§,mj,l,§): m(l,mj+§;§,§\l+§,m]+1,l,2> (8916)
j T3

Von einem bestimmten m; ausgehend lésst sich dies iterieren, bis auf der rechten Seite m; +1 =
[+ % erreicht wird:

(I,mj — 333, %|Z+%amwl 3) =

l o
+m] M 2o G5+ 5+ 400 (8.9.17)
5 Vs

Es ist aber klar, dass m; =1 und ms = +% fir m; =1+ % sein muss. Das Matrixelement auf der
rechten Seite ist also 1 (wobei wir eine bestimmte Phase gewé#hlt haben).

l+mj+3
= (= B3 B boms ) = S5 = cos(a) (8.9.18)

Ein gegebener Zustand in der Gesamtdrehimpulsbasis setzt sich aus hochstens zwei Zustédnden
in der Einzeldrehimpulsbasis zusammen (m; = m; + %) Aufgrund der Orthonormalitétsrelation
ergibt sich also

4 5:mj.L 3) = cos(a)llm; — gig.g) +sin(@llm +3:3,-3)  (89.19)

Hierzu ist orthogonal
1= 3.mj. L, 5) = —sin(a)[l,m; — ;5. ) + cos(a)[L,m + 5; 3.~ 3) (8.9.20)
Zu begriinden ist noch, dass das relative Vorzeichen im Einklang mit der Rekursionsrelation ist.
(,mj+ 3%, —51l+5,m;,1,3) >0 (8.9.21)

da [l + %, mj, 1, 1) durch wiederholte Anwendung von J_ auf [l + 5 L+ é,l, %} erzeugt werden kann,

wobei die Matrixelemente von J_ grofier oder gleich Null sind. Mlt

l+mj+%_l—mj+%

.2
—1- —
sin”(a) 20+ 1 2 +1

(8.9.22)

98



ergibt sich folgende Tabelle:

J’ ) v . T Z‘f -:— l“ 1
'WJ Mé e - .
w1, g R"M&'-‘“l‘“ ,m}.'_% 4T /l*"“e'*— /["’"J t
24+1 Z2h¢a
mr2 .2 “/f—w,; A VPR
2h¢a 2441

Wir geben noch explizit die Spin-Kugelflachenfunktionen (Eigenfunktionen von [_:2, 52, J? und
J:) an:

j= lj:27m] lim] + 2 my=m;— Z:ij + 2 mi=m;—+
=4/ 2y 30, T Ty 30,
Vi 20+ 1 2R T )X~

1
1 4/l +m; + 3V 72 (0, 9)

NG gL
20+1 JEFm;+ 1R (9, 0)

Diese sind wichtig fiir die Losung der Dirac-Gleichung im Zentralpotential, welche zur quantitativ
korrekten Erklarung der Feinstruktur durch die Spin-Bahn-Kopplung fiihrt. In der Tat sind dies
auch Eigenfunktionen von

(8.9.23)

Lo~ 1 -
L.§=3 (J? - §2) (8.9.24)
mit den Eigenwerten

12 3 12 ! fir j=1+1
+1)—Il+1)—~| = 2
g PUrn-iey } {—(z+1) fir j=1-1

=3 (8.9.25)

4

Wir merken noch an, dass sich mehr als zwei Drehimpulse addieren lassen, indem man die hier
vorgestellten Methoden sukzessive anwendet, d.h. zum Beispiel durch die Addition von Ji, Jo, Jy
und Js werden folgende Eigenzustidnde gebildet

(41, J2)J3, (41, Js)Je) Jome) (8.9.26)

Die dabei auftretenden Matrixelemente werden Racah-Koeffizienten bzw. Wigner-3nj-Symbole
genannt.

8.10 Tensoroperatoren

Wir haben bereits gesehen, dass eine Wellenfunktion, die wie ein dreidimensionaler Vektor trans-
formiert, ein Teilchen mit Spin-1 beschreibt. Welcher Spin ist nun Tensoren zuzuordnen?
Diese Frage ist von Bedeutung

e bei der Auswertung von Matrixelementen in der Atom- und Kernphysik
e in der Quantenfeldtheorie bei der Beschreibung von Elementarteilchen mit Spin

e aber auch in der klassischen Fluiddynamik, wo eine Entwicklung in sphérischen Multipol-
momenten sinnvoll sein kann (z.B. beim Problem der Strukturformierung im frithen Univer-
sum).
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Wir erinnern wieder an die Transformationseigenschaft von kartesischen Vektoren und Tensoren
unter Drehungen:

Vektor: A} = [e*‘ﬁ'x} Ay

Tensor: Ty, = Z [e*‘ﬁ'q » [e*f"ﬂ e T (8.10.1)

Betrachten wir als Beispiel einen Tensor 2. Stufe Tj;. Da einem Tensoren hoéherer Stufe selten
begegnen, ist dies bereits von einiger allgemeiner Bedeutung.

Zerlegen wir nun Tj; in

. . 1 1
e seine (normierte) Spur E = 3 zZ:Tu = gTr(T)

1
e seinen antisymmetrischen Anteil A;; = i(TZ —Tji)
: . . : 1 1
e seinen spurfreien, symmetrischen Anteil S;; = 5(Tz] +Tji) — géij ZTkk’
k
Anzahl der Freiheitsgrade:

T—9 E—1 A—3 S—5 (NB1+3+5=9)

Unter Drehungen ist E invariant, wihrend A und S wiederum auf symmetrische bzw. antisym-
metrische Tensoren abbilden:

T;; = RirRjsTrs (8.10.2)
o1 1 1
E' = 2Ry RiTys = STRTR™] = ST(T) (8.10.3)
Si; = RiyRjsSrs = Sy = RjrRisSrs = RjrRisSsr = RjsRirSrs = Sj; (8.10.4)

A{L] = RiTstArs = A;’L = Rj’l‘RisArs = _RjTRisAsr = _RjSRiTATs — _A;J (8105)

Wir behaupten, dass der antisymmetrische Tensor durch einen Vektor 1% dargestellt werden kann
1 1

Aij=eitVie = V= §€ijk€ijz‘/2 =0V = ifijkAij (8.10.6)

wobei V; = R;;V; ist. Dies folgt in der Tat aus dem Transformationsverhalten von

Al = Ry Rjj Ay (8.10.7)

1 1
= V}g/ = ifiijiersgrst‘/t = igileiersélkET’stV;f

1 _ 1 _
= igileiersleRm}fsrst% = 5 det(R) ErsmErst Rm}f‘/t
:25mt
— det(R)RuVs = RtV (8.10.8)
Dabei haben wir benutzt
5ijkMiersMkt = det(M)eTst (8.10.9)
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FE transformiert also wie ein Skalar und A wie ein Vektor. Die Zahl der Freiheitsgrade entspricht
also der 25 + 1-dimensionalen Darstellung der Drehgruppe mit j = 0 bzw. j = 1. Es liegt nun
nahe zu vermuten, dass d;; mit fiinf Freiheitsgraden gemifl der | = 2 Darstellung transformiert.

Um dies zu sehen, gehen wir von kartesischen zu sphérischen Tensoren iiber.

Sphérische Tensoren lassen sich allgemein iiber ihre Transformationseigenschaften definieren. Es
gibt aber folgenden Zusammenhang mit den Kugelflichenfunktionen:

W =y =V (8.10.10)
ist ein sphérischer Tensor k—ter Stufe. Dabei ist

V=V (IV].9,¢) und Y"(V) = VIV (9, ) (8.10.11)

Allerdings hat umgekehrt nicht jeder sphérische Tensor die Form einer Kugelflichenfunktion.

Beispiele:
x = rsin(9¥) cos(p) y = rsin(v) sin(p) z = rcos(V) (8.10.12)
. £
cos(¥) = ; sin(9) e = L sz (8.10.13)
Ve T
V=1V, ]| = |y (8.10.14)
V, z
3 3 2 D 3
YO = —_— ) = —_— = T( - - Vz
A - cos (V) - = T 47TV
+ i
vitt =+ —Wsm(z?)ei“"::F — = Tj(ﬂ)::FUS—W(VIiZVy)
15 . , 15 (z +iy)? 2 /15
+2 _ [ 19 .2 +2ip _ [ 19 (2) _
Y 35, Sin (Ve T — = T3 T — (Vi £iV,)? (8.10.15)

Die Tq(k) transformieren in der 2k 4+ 1-dimensionalen irreduziblen Darstellung der Drehgruppe,
ebenso wie die Y™, .

Daher betrachten wir das Transformationsverhalten der Kugelflichenfunktionen nun etwas ge-
nauer. Mit der Definition eines Einheitsvektors 7w = n(¢,¢) und des zugehorigen Eigenkets |n)
schreiben wir

Y™ (n) = (n|l,m) (8.10.16)
Die Transformation von |n) sowie von (1| ist gegeben durch
|A')y = D(R)|n) und (?'| = (A|D(R™Y) (8.10.17)
Wir notieren die Definition der Drehmatrix fiir Bahndrehimpulseigenzusténde
P (R) = (I, /|D(R)|l, m) (8.10.18)

m'm

= DR Y|, m) mem Yz, m') (8.10.19)

Die Linksmultiplikation davon mit (7| liefert

m(i') =y ()P, (R (8.10.20)
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Wir erinnern an das Transformationsverhalten von Operatoren
(W] Alp) = (/| A'|¢) = (WD (R)A'D(R)|¢) = A'=D(R)AD'(R) (8.10.21)

Wir definieren daher einen Tensoroperator k—ter Stufe durch das Transformationsverhalten

k
DIRITPDR) = Y D (R)TY (8.10.22)
oder dquivalent dazu
k
DRTPDI(R) = 3 DUY(R)TY (8.10.23)
qg=-k

Man beachte, dass mit dieser Definition klar ist, dass die lﬁm(f) als sphérische Tensoren aufgefasst
werden konnen — allerdings haben umgekehrt nicht alle sphérischen Tensoren die Gestalt von
Kugelflachenfunktionen.

Infinitesimal ergibt sich
. P k
1J - ne iJ - he k iDh
(1 - )Tq(’“) (1 E N (kq'|1 — L5 | g

= [J-a, 0] = ZT;f“)(quf k) (8.10.24)
q/

Wiéhlen wir nun 7 = €, sowie 1 = €, £ i€, dann folgt

(T2, T{P] = Ty

e, TW) = b/ F @) (k = g + DT, (8.10.25)
wobei wir folgenden Zusammenhang benutzt haben
J:I: ‘]7 m>
h/(GF m)(j £ m+1)

Diese Kommutatorrelationen kénnen als alternative Definition sphérischer Tensoren aufgefasst
werden. Sphérische Tensoroperatoren haben damit die vorteilhafte Eigenschaft, in einer bestimm-
ten irreduziblen Darstellung der Drehgruppe zu transformieren.

ljm+1) = (8.10.26)

Tensor 1. Stufe

Ein kartesischer Tensoroperator 1. Stufe ist ein Vektoroperator, d.h. es gilt

[T, Vi] = iheiji Vi (8.10.27)
= [J., V] = ihV, [J., V] = —ihV, [J.,V.] =0 (8.10.28)
Ansatz fiir sphérischen Tensor:
VY = age Vi + agyVy + ag: Vs (8.10.29)
17, VY] = ngv = V=V, & ap. =1, ag = ag, =0 (8.10.30)

[T, VD) = asgihV, — awyihVy = £h(as,Ve + a,V,)

= QA4p = :Fiaiy & Aty = j:iaix, a+, =0 (8.10.31)
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[T, V) = mv2VEY = hv2a40 (Ve £ V) = [Jp 2 iy, Va] = —ihV, F AV, = Fh(V, +iV})

1
1 1
= VI = - (V, +iV) vV = —(V, = iV}) (8.10.33)

V2 T2
Bis auf die Normierung stimmen diese Resultate mit den Kugelflichenfunktionen als sphérischen
Tensoren {iberein.

Tensor 2. Stufe

Man kann Tq(k) wieder mit zunéchst unbekannten Koeffizienten als Summe aus Komponenten des
kartesischen Tensors ausdriicken und dann aus den Kommutatorrelationen Bestimmungsgleichun-
gen fiir die Koeffizienten herleiten. Fiir den allgemeinen Tensor 2. Stufe findet man

Téo) = —\/gE T(§2) = %Szz
Tél) = _iﬁAxy Tfl) = F(Sez £1S2y)
(1) , . @2 1 .
T = 1i(A,. +iA.,) T3 = 5(Sar = Syy % 2iS) (8.10.34)

Dieses Resultat ist allgemeiner als die entsprechenden Kugelflichenfunktionen, schliefit diese aber
bei bestimmter Wahl von 7% mit ein (siehe unten).

8.11 Produkte Sphdarischer Tensoren

Clebsch-Gordan-Reihe
Das Produkt DUt) @ DU2) ist reduzibel, da

DU1+)2) 0 - 0

D) @ pli2) — 0 Plir+iz—1)

: 0 0
0 0 DU1—I2)
— pUrtiz) g pUitiz=1) gy @ pli1—i2) (8.11.1)

Dabei haben wir die direkte Summe orthogonaler Teilrdume eingefiihrt als

Ao B- (61 g) (8.11.2)

Wir kénnen das Tensorprodukt daher in der Clebsch-Gordan-Reihe entwickeln

pl) (R)D(jz) (R) =

mim} mam/,

J1tj2
= Z ZZ(jlvml;j27mQ‘j7m7j17j2><j17m/1;j27m/2‘j7m/7j17j2>pr£i£n/(R) (8113)

J=lji—go| m m’
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Zum Beweis driicken wir die linke Seite zun#chst folgendermaflen aus
<j17 mi; j2, mQ’D<R) ’jh mll; J2s ml2> - <j1a ml‘D(R)‘jh m,l><.727 m2|,D(R>‘]27 ml2>

=pY) (R)DY? (R) (8.11.4)

mim} mam/

Andererseits folgt die rechte Seite ebenfalls aus diesem Matrixelement

(j1,m1; j2, ma|D(R)|j1, m1; j2, ms)

- Zzzz<jl)ml;j27m2|ju maj17j2><j7m?jl)jz‘D(R)’j/7m/7jlaj2><j/7m/7j17j2‘j17m/1;j27m/2>

= Z Z Z Z<j17 ml;j27 m2|j7 ma]lv]2>D7(j”)n/(R)5]]' <j/7 m/7j17.j2|j17 mll;j27 ml2> (8115)
i m i m

Womit die Behauptung bewiesen ist.
Wir kommen nun zur Hauptaussage dieses Abschnitts {iber Produkte Sphérischer Tensoren:
Theorem:

Seien X,gfl) und Zéf 2) jrreduzible sphiirische Tensoren vom Rang k; bzw. k.

ZZ klaqlak27q2‘k Q7k17k2>X(k1) ( 2) (8116)

q1 g2

ist ein irreduzibler sphérischer Tensor der Stufe k
Beweis:

Zu berechnen ist das Transformationsverhalten

DIR)TFD(R) =Y (b1, q1s ko, qalk, ¢, kv, ko) DT (R) X FID(R)D (R) ZF D(R)

q1 g2

- ZZZZ k17Q17k27QQ|k5 Q7klak2> 1 ) ‘(lqz (Ril)ZéSQ)IDéZZZ(Ril)

q1 Q2 q1 q2

= ZZZZZZZ kv, q1i k2, @21k, g, kr, ko) (ke dhs ko, o K7, 0 K ko)

k' g1 g2 q1 q2

X <k17Q1;k2,Q2’k”,q/’7k1,k2>Dg€q/2(R—1)X§fﬂ)Z§§2)

1

- ZZZZZ&W g (K1, q1; k2, g |K” kl,k?z)D(k )(R h ;iﬂ)Z(k?)

k! ‘11 q2

= Z ZZ kl qlak2aQQ’k q k17k2> kl)Z(ZQ) D((;?(R—l)
/ l 2

_ (k) y(k) (p—1y _ (k) (k)
=Y T,)D (R =Y D0 (R)T, (8.11.7)
q q
Dabei haben wir die Clebsch-Gordan-Reihe und die folgende Orthonormalitéitsrelation benutzt
O (G mas day mali,my, g, g2) (G, ma; gz, mali’, m, i, da) = 0" Orm ! (8.11.8)
mi1 mo
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Ein einfaches Beispiel fiir ein kartesisches Tensorprodukt ist gegeben durch T;; = U;V; mit zwei
Vektoren U und V. Dieses kann wie folgt zerlegt werden

UiV = U%Svél-j L UiV — Vil (Uzvj ; Uivi _ Uévéij) (8.11.9)
%T/
=€ijk(U><V)k
1. Term: Skalar (rotationsinvariant) —1 Freiheitsgrad
2. Term: Vektor —3 Freiheitsgrade
Term in Klammern: Symmetrischer spurfreier Tensor —5 Freiheitsgrade

Kurz liasst sich dieses Beispiel fiir die Zerlegung eines kartesischen in einen sphérischen Tensor
ausdriicken als
3®3=143&5 (8.11.10)

Die sphérischen Komponenten sind nun

1
1 o1
TO( ) = _Zﬁ
1 i . .
Tj(ﬂ) = ii(Usz - UV, iUV, £iU,V,)
1
T — %(wzvz — UV, — U, V)
1
T = 55 (UVz + ULV, £ ULV, iU, V)

2 1
Tj(tz)zg

(UzVy = VyUs)

(UpVy — UV, iU, V, £iU,V,) (8.11.11)
Offenbar ist dies ein Spezialfall der oben angegebenen Zerlegung eines allgemeinen kartesischen
Tensors 2. Stufe.

Auch wenn die Behandlung von Quantenfeldern die Verallgemeinerung von der Drehgruppe zur
Lorentzgruppe voraussetzt, merken wir bereits folgendes an:

e Photonen haben als Vektorteilchen den Spin 1, was sowohl ausgehend von der Darstellung
durch das Vektorpotential, als auch durch den antisymmetrischen Feldstérketensor klar ist.

Die Spineigenzustéande sind durch Vi(l) als Polarisationsvektoren gegeben und entsprechen
genau zirkular polarisiertem Licht.

e Gravitationswellen werden durch einen symmetrischen Tensor 2. Stufe beschrieben, so dass
Gravitonen Spin 2 haben.

8.12 Das Wigner-Eckart-Theorem
Theorem:

(5 5')IT®)||a; 5)
NoTES

(s 7 | TR o j,m) = (j,ms k, ql5’,m, j, k) (8.12.1)
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Das Matrix Element zerfallt also in zwei Faktoren:

e cinen Clebsch-Gordan-Koeffizienten (geometrischer Faktor) entsprechend der Addition der
Drehimpulse von |j,m) und |k, q).

e und einen dynamischen Faktor, welcher nur vom Gesamtdrehimpuls und weiteren Quanten-
zahlen « (z.B. Radialquantenzahl) abhéngt, aber unabhéingig von den Magnetquantenzahlen

m, m’ und q ist.
Der Ausdruck (o/; 5'||T"®)||; §) wird durch obige Relation also definiert. Man bezeichnet diesen als

reduziertes Matrixelement. Um (/; 5/, m’ |Tq(k)|a; j,m) zu berechnen, geniigt also die Kenntnis
eines dieser Matrixelemente. Aus diesem und aus den Clebsch-Gordan-Koeffizienten ergeben sich
die Elemente fiir weitere m, m’ und q.

Beweis:

Wir gehen aus von

[Ji, T;’@] —h/kFk+q+ HTH) (8.12.2)

= (55, m| {Jinq(k)] s gy m) = h/(k F @) (k& g + 1)(/s 7',/ | Ty oz jym)  (8.12.3)

Mit Hilfe des Zusammenhangs
J:I: |]7 m>
h(GFm)(jEm+1)

ljm+1) = (8.12.4)

folgt daraus

V£ Fm+ )5, m! F 1T |a; j,m)

=V Fm) G Em+1)(s 5, m/| TP |a; j,m £ 1)

+VEF Ok Eq+ Dl 5 m! [ TE) s j,m) (8.12.5)
Wir vergleichen dies mit der Rekursionsrelation fiir die Clebsch-Gordan-Koeffizienten

h (G Em) (G F ! + 1), ms k,qli',m F 1,5, k)

= /(G £m+ 1) Fm)(j,m =+ Lk, qlj',m’, j, k)

+ (kg +1)(kF q)(j,ms kg £ 115',m', 4, k) (8.12.6)

Diese Gleichungen haben die Form homogener, linearer Gleichungssysteme, um bei gegebenem j5’
sdmtliche Clebsch-Gordan-Koeffizienten bei Addition der Drehimpulse von |j,m) und |k, q) wie
in Abschnitt 8.9 diskutiert zu erzeugen. Das Resultat ist bis auf die Normierung eindeutig, also

<C¥/;]/, ml‘Tq(:I:)l‘a;J? m> <]7m7 k7q + 1|j,7m/7]7 k>

= (8.12.7)
(o | T s omy - G sk, RN 00 )
. k) .
<a/;]’,m/]Tq(i1|oz;j,m> .o
Gomskog & o g,k @09 (8.128)
/.1 T(k) o
mit f(a,a’,j,f):<O"j\/‘2‘j,7+”104’]> (8.12.9)

Die Behauptung ist damit bewiesen.
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Beispiel: Dipoliibergénge

Angeregte atomare Zustéinde zerfallen hiufig unter Emission eines Photons in sogenannten elek-
trischen Dipoliibergéingen. Die Rate ist dabei proportional zu (n/, 1", m'|Z|n, 1, m). Wir kénnen also
benutzen, dass

(n’, l’,m’\Tq(l)|n, I,m) o< (l,m; 1, q|l',m',1,1) mit qg=0,=%1 (8.12.10)

Mit m' = m + ¢ folgt damit

Auswahlregel fiir die Magnet-

Am=m' —m = 0.+1 8.12.11
m=m —m ’ ( ) quantenzahl bei Dipoliibergéngen

Weiterhin folgt mit der Dreiecksrelation
I-1<I'<i+1 (8.12.12)
Die Paritétstransformation £ — —& entspricht
(9, 0) — (=9, 7+ ) (8.12.13)
Wir sehen dann an der Definition der Kugelflichenfunktionen
Yim (9, 0) — Yim(r = 0,7+ ¢) = (=1) Vi (9, ) (8.12.14)
Fiir I’ = [ hat der fiir das Matrixelement auszuwertende Integrand also ungerade Paritit, so dass
(n' 1" =1,m|Z|n,l,m) =0 (8.12.15)

Insgesamt folgt damit

Auswabhlregel fiir die Drehimpuls-

Al=1—1]=4+1 121
l=10~-1 (8 6) quantenzahl bei Dipoliibergéingen

8.13 Elektrische Multipolmomente

Integral iiber drei Kugelflichenfunktionen

Da sphérische Tensoroperatoren die Gestalt von Kugelflichenfunktionen haben konnen, ist es
fiir Anwendungen des Wigner-Eckart Theorems von Nutzen, eine Formel fiir Matrixelemente von
diesen Funktionen herzuleiten.

Wir gehen dazu aus von der Clebsch-Gordan-Reihe
) ‘ Jitj2 )
D,(qﬁ)mfl (R)Dﬁﬁlﬁbé (R) = D g, masda, malj,m, ji, j2) (1, mh; g2, mblj, m',j1,j2)DY) , (R)

j=lji—j2| m m/

(8.13.1)

und setzen j; — Iy, jo — l2, j = U!'; m — m/, m} — 0 und mf, — 0:

107



DIR)DIZNR) = 30 Sl mus by ol 1y, 1) (11, 0 12,01, 0,1, YD) (R) (8.13.2)

m10 mo0 m’0
U m
Wir ersetzen dann

47 ’

O] _ m’x

. . o0 1 1) (2 + 1
= 1911(19’@)5/122(19,80):\/( - 47)r( 2 )ZZ(ll,ml;l2,m2|l,,m/,l1,lz>

v m

4 /
l1,0;1 U,0,1,1 UiY/m 9 134
X < 17Oa 270| 707 1, 2> 2 + 1 l ( 7%0) (8 3 )

Wir multiplizieren nun mit Y, (1, ¢) und integrieren iiber die Kugelfiéiche, wobei wir die Ortho-
normalitétsrelation ausnutzen:

2 T
/0 /0 Y7 (9, @)Y (9, 9) Y (0, ) sin(0) b d

20 +1)(2l + 1
= \/( 147r(2)l(—|—21) )<l1,0;lg,O]l,O,ll,12><l1,m1;l2,m2|l,m, ll,l2> (8.13.5)

Entwicklung in elektrischen Multipolen

e Neben den Energieniveaus geben elektrische Multipolmomente Auskunft iiber die Struktur
von Kernen, Atomen und Molekiilen.

e Multipolmomente sind eine Konsequenz der internen Ladungsverteilung, welche im exter-
nen Feld gemessen werden kann.

Die potentielle Energie ist gegeben durch
V(r) = qU(7) (8.13.6)
Die Entwicklung von U (7) lautet

o) l
SN fm)Y0, ) (8.13.7)

=0 m=—1
Das externe Potential soll von Quellen weit entfernt von der Testladungsverteilung erzeugt werden
— AU(r) =0
Wir erinnern an den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten (Abschnitt 6.1)
12 L?

=——=T"— =5 8.13.8
ror? T 2l ( )
1 62 I(1+1)
—_—— _— = .1 .
[T’ 87,2T TQ flm(r) 0 (8 3 9)
= fin(r) = Arl + Br~(HD) (8.13.10)
Damit U() endlich ist fiir # = 0 wéhlen wir B = 0 und schreiben
47 1
= 13.11
fim(7) 21 1 Cm™ (8.13.11)
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00 l
L, m . m 4dr m
= V(M) = ;m;lclmcgl mit QM =1y 3¢ Y0, ) (8.13.12)

Quantenmechanisch definieren wir den Operator

47

Iy m 3(=_ =
21+1rYl (9, ¢)0° (7 —7") (8.13.13)

(7 QI |7y =Q" (M 8*(F = 7') = ¢q
T
Operator Funltion
Die Operatoren ;" nennt man elektrische Multipoloperatoren. Es ist offensichtlich, dass es sich

um irreduzible sphérische Tensoroperatoren handelt, auf welche sich das Wigner-Eckart-Theorem
anwenden ldsst

(o5 11| Qil|ex; I2)
V20 +1

(511, m1| Qs Lo, ma) = (la, ma; L, m|ly, my, lo, 1) (8.13.14)

Explizit berechnen wir die linke Seite als

(11, m1|Q"|a; Iz, ma) =

A 0o i 21 . . " . ]
=q4\/ / / / Y, (0, 0) Y™ (0, 0) Y2 (9, 0) Roy, (1) R (r)rir? sin(9) de do dr

[2ly + 1 o .
=q 2[? T 1 <l, 0; 12,0‘11, 0, l, lg><l, m; lg,mgﬂl,ml, l, lg>/0 TlJrQRa/ll (T‘)RQZQ (T) d'f‘ (8.13.15)

o'l1

oo
S (| Qulles ba) = gv/2s 101, 0: 12,0\11,0,1,@/ PR ()R (r)  (8.13.16)
0
Ohne Beweis merken wir folgende Symmetrieeigenschaft der Clebsch-Gordan-Koeffizienten an
(j1, —ma; j2, —malj, —m, j1, j2) = (= 1) 277 (j1,ma; ja, malj, m, 1, jo) (8.13.17)

Sind alle Magnetquantenzahlen gleich Null, dann verschwindet der Koeffizient. Dies ist dann der
Fall, wenn j; + jo — j ungerade ist. Fiir die obige Beziehung bedeutet dies, dass das reduzierte
Matrixelement verschwindet wenn [ + lo — I1 bzw. | + I3 + [; ungerade ist.

Es gilt weiterhin die Dreiecksungleichung
‘l—lg‘ <l <l+1 (8.13.18)

fiir nichtverschwindende Matrixelemente. Wird ein bestimmtes System (Atom, Molekiil oder Kern)
betrachtet, dann ist {1 = I und es folgt [ < 2[;. Alle Multipolmomente mit [ > 2[; verschwinden
also.

e Mit [y + ls + [ gerade und [y = I folgt, dass elektrische Multipolmomente fiir Drehimpuls-
eigenzustéinde nur fiir gerade [ nicht verschwinden.

e Das Deuteron (Kern aus einem Proton & einem Neutron) hat im Grundzustand ein elektri-
sches Quadrupolmoment. Der Grundzustand hat deshalb einen nichtverschwindenden Bahn-
drehimpuls.
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8.14 Fermionen und Bosonen

Wir betrachten das Tensorprodukt fiir Vielteilchensysteme

V) =1) @ Y2) ®...Q ) ®...Q [¢h;) ® ... (8.14.1)
und vertauschen zwei identische Teilchen mit dem Permutationsoperator
Pjil) =[01) @ Y2) @ ... Q0 |¥;) ® ... Q |¢hs) ® . .. (8.14.2)

Hierbei fordern wir identische Teilchen, damit der Permutationsoperator in den gleichen Produkt-
Hilbertraum abbildet. Es gilt

Pyl) = Al9) (8.14.3)

Da beim Vertauschen zweier identischer Teilchen nur ein irrelevanter Phasenfaktor A € C mit
|A| = 1 auftreten kann folgt damit

P:=1 = P; hat die Eigenwerte A=+l (8.14.4)
Wir betrachten jetzt

) = [th1) ® [h2) = [¥1,¢2)  und  [¥) = [¢h) @ [hg) = [, ) (8.14.5)

= <1/1|P12P1Tg|¢/> = /<1!)1,¢2|P12|f1,f2)<f1af2|P1Tz|¢ia¢/2> d®zy d®xy

= /<1/)1,¢2|f2751><f2751|¢/171/1§> d’zy A’z (8.14.6)
= PupPL=1 o Pl,=Py (8.14.7)

Fiir den Erwartungswert eines hermiteschen Operators O muss bei ununterscheidbaren Teilchen
gelten

(Y]|0)1h) = (Pro1p|O| Piawy) = (1| PLLOP1o|)) = (40| PiaOPra|t) (8.14.8)
Da sich das Skalarprodukt (p|O|¢) zweier Zusténde |p) und |¢) zerlegen ldsst zu

(lOly) = % {{e +9[0lp + ) — (¢ = ¢[Olp — ) +i{p — i|Ofp — i) — i{p + i[Ol + i) }

(8.14.9)
und jeder dieser Terme die Identitét in (8.14.8) erfiillt, ergibt sich allgemein
0= P120P12 = [O, Plg] =0 (8.14.10)
Fiir einen Zustand [¢), mit
Pyl) = £l) (8.14.11)

sagt man, die Wellenfunktion ist symmetrisch bzw. antisymmetrisch unter Vertauschung des i—ten
mit dem j—ten Teilchen.

Zustande, welche unter der Vertauschung zweier beliebiger Paare identischer Teilchen immer sym-
metrisch bzw. antisymmetrisch sind, heiflen total symmetrisch bzw. total antisymmetrisch.
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Spin-Statistik-Theorem

e Identische Teilchen mit ganzzahligem Spin nehmen immer total symmetrische Zusténde an
und heiflen Bosonen.

e Identische Teilchen mit halbzahligem Spin nehmen immer total antisymmetrische Zustédnde
an und heiflen Fermionen.

Der Beweis kann unter Voraussetzung der Kausalitdt in der Speziellen Relativitdtstheorie in der
Quantenfeldtheorie gefithrt werden.

Es folgt das fiir den Bau der Atome mit mehr als einem Elektron wesentliche
Pauli-Verbot

Zwei Fermionen kénnen nicht gleichzeitig im selben Einteilchenzustand sein. Fiir |¥) = [¢) ® [¢))
folgt ndmlich

) @ [¢) = Pra|y) @ [¢) = —|¢) @ |¢) = 0 (8.14.12)

Energieentartete Orbitale werden zunéchst mit einzelnen Elektronen besetzt und anschlieBend mit
jeweils einem zweiten Elektron mit entgegengesetztem Spin. Ein bestimmtes Orbital kann nicht
mehr als zwei Elektronen enthalten.
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9 Naiherungsverfahren

Im Allgemeinen sind quantenmechanische Systeme nicht exakt losbar. Sind sie es doch, dann
stellen sie eine mehr oder weniger starke Idealisierung des tatséchlichen physikalischen Systems
dar.

Von Interesse und grofler Wichtigkeit sind dabei zum einen Situationen, bei denen das zu unter-
suchende System durch eine kleine Perturbation aus einem exakt gelosten Problem hervorgeht.
Geeigneterweise verwendet man dann storungstheoretische Methoden, wobei wir hier die zeitu-
nabhéngige Storungstheorie vorstellen und anwenden. Fiir den schwierigeren und allgemeineren
Fall, dass keine exakten Niaherungen bekannt sind (und dafiir kann es eine Vielzahl verschiedener
Griinden geben) existiert eine ganze Reihe von Verfahren, von denen wir hier beispielhaft die
Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) Methode und das Ritz’sche Variationsprinzip behandeln.

9.1 Zeitunabhdngige Storungstheorie

Gegeben sei der Hamiltonoperator
H = Hy+ \H; (9.1.1)
wobei die Eigenwerte und Eigenzustédnde von Hy exakt bekannt sind:

Ho|n®) = E@|n©) (9.1.2)

Gesucht sind die Eigenwerte F,,, sowie die Eigenzustinde |n) als Losung der vollstéindigen zeitu-
nabhéngigen Schrédingergleichung
H|n) = E,|n) (9.1.3)

Der Beitrag AH; sei dabei ein kleiner Storterm. Den expliziten Faktor A, welcher auch in H;
absorbiert werden konnte, fithren wir zu Zwecken der Variation und der Buchfithrung ein. Namlich
wahlen wir als Losungsansatz die Entwicklungen

E,=E9 + \EW 1+ X2E? 4
In) = [n@) + AlnM) + A2[n3)) 4+ . (9.1.4)
Mbglicherweise sind die Ausgangszustinde |n(?)) energieentartet. Zunichst betrachten wir den

nicht entarteten Fall:
Die Schrodinger-Gleichung ist gegeben durch

(Ho + AH1)(|n D) + AlnMy + X2 n@)) + )
= (EQ + XED + XE® 4+ )(1n@) + AnM) + X2n@)y + ) (9.1.5)

Diese soll fiir beliebige A erfiillt sein. Also erhalten wir durch Koeffizientenvergleich:

A Holn®) = BV )
A Ho®) + Hifn®) = EQ ) + EQ )
i Hon®) + Hiln®) = EQR®) + EDn®) + BD[n)

(9.1.6)

Wihrend wir iiblicherweise (n|n) = 1 wihlen wiirden, ist es stattdessen an dieser Stelle bequemer,

folgende Normierung zu wéhlen
nOn) =1 (9.1.7)
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Weiterhin gilt fiir die ungestorten Zusténde
(nm) = 6, (9.1.8)
Dagegen ist die Normierung der |n(i)> mit ¢ > 1 zunéchst noch nicht bekannt.
= AMnOnM)y £ X2(nOn®y 4 =0 (9.1.9)
Soll dies fiir beliebige A gelten, so folgt
Oy = Oy = =0 (9.1.10)

Multipliziere nun die A'—Gleichung mit (n(®)| und verwende die A°—Gleichung

Energiekorrektur

E(l) — <n(0)’H1’n(U)> (9111) erster Ordnung

n

Wir entwickeln nun in den ungestorten Zustéinden, welche eine vollstdndige Orthonormalbasis von
H sind:
) = 3 epm®) mit ¢ = (mO@n®) (9.1.12)

m#n
Multipliziere nun die A'—Gleichung mit (m(©)] # (n(9)]
= (mOHoln®) + (m O Hy|n®) = (m @£ ]n)
EWe, + (mO|Hyny = EQe,, (9.1.13)

B <m(0)|H1\n(0)>
= Cm = —E(O) B E(O) (9114)

Wir erhalten so

0 0
InMy = Z <m((0))\H1\7”L(E)))> Im(©) (9.1.15) erste Korrektur
men En’ — Em zum Zustand |[n(?))

Multipliziere nun die A2—Gleichung mit (n(%|

(nOH,|nMy = B2 (9.1.16)

(0)
Z [{m 0|H1|n 5 >| (9.1.17) Energiekorrektur
m#n E( ) Em) zweiter Ordnung

Wir merken hier an, dass zwei Energieniveaus, welche zunéchst nahe beieinanderliegen, durch die
Korrektur zweiter Ordnung voneinander weiter separiert werden.
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Schematisch skizzieren wir:

E
\
Die Korrektur zweiter Ordnung verhindert offen-
bar, dass sich die Energieniveaus bei einer Va-
riation der Stérung iiberschneiden. Es kommt al- \_/
so zu keinem ,,Level-Crossing®, was sowohl zum
Versténdnis atomarer Spektren, als auch fiir Neu- /—\
trinooszillationen von Bedeutung ist.

G-

Offenbar sind obige Resultate nicht giiltig, falls Eéo) = Eﬁg) fiir mindestens ein m # n ist. Wir
kommen daher nun zum

entarteten Fall:
Seien nun |n£°)>, \nl()o)>, s |n,(€0)> entartet, d.h.

Ho|n!?y = en”) (9.1.18)

Um fiir die Korrekturen erster Ordnung zu den Zusténden bzw. zweiter Ordnung zu den Energie-
eigenwerten verschwindende Nenner zu vermeiden, verwenden wir ein Basissystem mit

(O Hy[n) = H{™ 605 (9.1.19)
Dies ist immer moglich, da
a7 = (0| Hn{") (9.1.20)

eine hermitesche Matrix ist, welche wir mit einer unitiren Matrix C~! = CT auf Diagonalgestalt
bringen kénnen

ot (Hf?}) C = diag (HI(W), A Hf”"’”) (9.1.21)

Die fiir die Storungstheorie geeigneten Zustidnde sind daher

) =3 Caln”)

0 0 n n,a
= Y CLHCialn}) = 3 CLH{)Cjp = H™ b0 (9.1.22)
i,J ij

Schliefllich erinnern wir daran, dass die Spaltenvektoren von C' Eigenvektoren von H; sind

S H{ O = HM Cig (9.1.23)
j

Fiir eine unitdre Matrix sind die Spaltenvektoren weiterhin orthogonal und normiert, so dass
damit C konstruiert werden kann.

9.2 Stark-Effekt

Als Beispiel fiir die zeitunabhéngige Storungstheorie betrachten wir das Wasserstoffatom in einem
homogenen externen elektrischen Feld in z—Richtung, beschrieben durch

Hi = —(—e))E - Z=eyEz (9.2.1)
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Zu betrachten sind die Matrixelemente
(n,l,m|z|n', ', m’) (9.2.2)

In Abschnitt 8.10 haben wir gesehen, dass z einem Dipoloperator Vo(l) entspricht (also Magnet-
quantenzahl Null hat). Damit folgt mit dem Wigner-Eckart Theorem, dass m = m’ sein muss fiir
nichtverschwindende Matrixelemente.

Weiterhin folgt aus Abschnitt 8.13 |l — | < 1 sowie dass [ + 1’ + 1 gerade sein muss. Es kommt
damit nur I’ = [ £+ 1 in Frage.

Fiir den Grundzustand |1,0,0) verschwindet damit das Matrixelement fiir den Beitrag 1. Ordnung
in der Storungstheorie. Unter Beriicksichtigung der gerade diskutierten Auswahlregeln ergibt sich
zur 2. Ordnung

(n,1 O]z\l 0,0)|? 9
Z §E2 7 = —Zai“;gj_@2 (9.2.3)

Das Resultat der Summe fithren wir dabei ohne Rechnung an. Das Feld polarisiert den Grundzu-
stand also zunéchst und erst dann wird durch das induzierte Dipolmoment die Energie verschoben,

wodurch der Effekt quadratisch in der Feldstérke ist.
Sofern keine Entartung vorliegt, ist aus der Auswahlregel fiir [ auch direkt ersichtlich, dass E%l)
verschwindet, es also nur induzierte Dipolmomente geben kann.

Anders gelagert ist der entartete Fall. Dazu betrachten wir |2,0,0), [2,1,—1), |2,1,0) und |2, 1,1).

Wegen der Auswahlregel fiir m & m’ haben die Zusténde |2,1,+1) keine Nichtdiagonalelemente
mit den iibrigen Zusténden und wegen der Regel fiir [ ist (2,1,+1|z]2,1,£1) = 0. Es gibt also nur
einen quadratischen Stark-Effekt.

Zur Diagonalisierung des Stéroperators ist also folgende Eigenwertgleichung zu 16sen

(2,0,0[2(2,0,0) (2,0,0[2|2,1,0)\ (C200Y _ m1) (C200
€0E<<2,1,OIZ!2,0,0> 2,1,0122,1,0) ) \czr0) = F oo (9.2.4)

Die Diagonalelemente verschwinden und auszuwerten bleibt:

fee) 1
(2,0,0(2(2,1,0) = 27 /O /_ 72 Ranr) R (r) Vi (cos(9) Vo cos(9)r cos(9) d cos(9) dr

1 > 4 — oo T ap 1
= a 1——Jdr=2(T _T _ 5
12@43/0 e < 2a3> T ( 6) -3 (6)> 3ap  (9.2.5)

Hierbei wurde verwendet:

3 3
1 2 r __r 1 1 2 r __r
R :2 —_— 1—7 2a R —_ — 2a
o (r) (QGB) ( 2aB>e ; () ﬂ(g%) —

Yio(cos(9)) = \/gcos(ﬁ) Yoo(cos(¥)) = \/17

Es ergibt sich also die Eigenwertgleichung
0 —3apeoE\ (Cap 0> (1) <C2 0 0)
U =F ” 9.2.6
<—3aBeoE 0 ) <C’2,1,0 C210 ( )

mit den zugehdrigen Eigenwerten E(1) = +3apegF und den Eigenvektoren % (_11> und % G)
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Die Energieaufspaltung ist hier also linear und es ergibt sich das Termschema

“<
| 2 (14,8,0%+12,407)
|Z,4,,'_‘“4),/214:07 ,” 4
| 2,0,0> N 24 1>
v .y R 0

_;:., (12,002 + 24 0>)

9.3 Relativistische Korrekturen

Auch ohne externe Felder beobachtet man eine Aufhebung der Entartung. Das bekannteste Bei-
spiel ist dabei das Dublett der Natrium—D—Linien in den Ubergéingen 3p 3 = 3s 1 bzw. 3p 8 = 3s 1
(in der Notation nl;). Die Aufspaltung der Niveaus 3p und 3s ist dabei ein Bahneffekt aufgrund
der Wechselwirkung mit der inneren Elektronenhiille (bei Wasserstoff nicht vorhanden). Die klei-
nere Aufhebung der Entartung zwischen 3ps und 3p: ist dagegen eine Folge der relativistischen
Spin-Bahn-Kopplung. ’ ’

Aus der Betrachtung zum Virialsatz in Abschnitt 6.2 folgt

2 2
me® o7 2Eyn) Z

Byin) = —a? = V) =\ —— = —ac 9.3.1

(Bian) = T-0? () =/ St = 2 (9.1
Fiir kleine Z sind also relative Korrekturen von der Gréflenordnung der Sommerfeldkonstante
o~ 13% zu erwarten. Man kann diese durch eine Losung der Dirac-Gleichung im Zentralpotential
bestimmen. Ein intuitives und halbquantitatives Verstédndnis ergibt sich aber bereits aus der
Betrachtung relativistischer Stéroperatoren.

Relativistische Kinetische Energie

24_*__,22 2+ § 1(52)2 (932)
mac cc=mc"+— —— 3.
p 2m 8 m3c?
Damit tritt zum Hamiltonoperator Hy der zusétzliche Storterm Hi:
=9 2 ~912
p? Ze 1(p?)
Ho — _ Hy — —= 9.3.3
07 9m r ! 8 m3c2 ( )
Dieser ist um einen Faktor ~ %22 ~ % ~ Z20? gegeniiber Hy unterdriickt.
m=c C
Wir schreiben nun )
1 Ze?
H, = — H, - 9.3.4
! 2mc? ( o+t r > ( )

und berechnen zur 1. Ordnung:

1 1 1
ABppm = (n, Ll Hi|n,1,m) = —5—— (EEL +2E,Zé? <T> + Z%e* <T2> ) (9.3.5)
n,l n,l

Da H; ein skalarer Operator ist, folgt aus dem Wigner-Eckart-Theorem, dass (n,l, m|Hi|n,l’,m’) =
0 ist, es sei denn [ = I’ und gleichzeitig m = m’. Da H; damit schon diagonal ist, ist keine weitere
Basistransformation zur Anwendung der entarteten Storungstheorie notwendig.
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Aus Abschnitt 6.2 wissen wir

1 A ame”Z 6(2) h
<T>mz wap wh M TR am g 080

Zur Bestimmung von (r—2),,; kénnen wir die Kramers-Relation aber nicht verwenden. Wir leiten
diesen Erwartungswert folgendermaflen her:

_ < 51 & 1
(r k>n’l = /0 rQT—kRi,l dr = /0 un,lrk»uml dr (9.3.7)
Die radiale Schrodinger-Gleichung (Abschnitt 6.1)
R d® RA(I+1)
[Hmw+:mﬂ*ywhmzmm .
transformieren wir mit der Variablen y = é und Multiplikation mit 22—2’3 zul!
0
Hu(y) = eu(y) (9.3.9)
mit ) ( ) )
d I(l+1 27 Z
dy? 92 Y " TN+t (9:3.10)
Die Ableitung nach [ ergibt
0H ou  Oe ou

Das Skalarprodukt mit u liefert dann

>~ OH Oe > Ou
/0 {ualu + u%&l } dy = il +W (9.3.12)

—eugt
Nun sind
oH A+l 0 a2
a2 o nd
272 20°m2c? 72
)
O =@ DndaZ (2 + 1)h%n? (9:3.13)
Wir erhalten damit
mc?(Za)* n 3
9.4 Spin-Bahn-Kopplung
Wir betrachten den Stéroperator
1 5 -1d

Dieser Operator kann heuristisch begriindet werden. Im Ruhesystem des Elektron wird das E—Feld
des Kerns teilweise in ein B—Feld transformiert. In der klassichen Elektrodynamik kann diese
Wechselwirkung unter Beriicksichtigung der Thomas-Prézession hergeleitet werden. In der relati-
vistischen Quantenmechanik ist der Storterm wiederum eine Konsequenz der Dirac-Gleichung.

2
Wop= L2 B, =—nl _ _mealz? N4 4] V()= 92

me2” 2agn? 2n2 T
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Wir verwenden den Gesamtdrehimpuls

-

J=L+S & S L==(?-I*-3? (9.4.2)

DN | =

da die Zusténde |j,m;, !, %) =+ %,mj, [y anders als |I, m, %, :I:%) den Operator S - L diagonali-
sieren. Die Eigenwertgleichung hat dabei die Form

L. 2 ((I+5)(+32)-10+1) -3
O I A VP
2\E-H @+ -w0+n-3

h? l 1 1

Wir merken dabei an, dass die Eigenfunktionen explizit durch die Spin-Kugelflichenfunktionen
in Abschnitt 8.9 gegeben sind.

h? l A 1
1 1 1 1 0
<7’L,li §7mj7l7 §|H2|n7l:l: §?mj7l> §> = ? <—l _ 1) W <7“3> (944)
N—— n,l
_ Zha
T 2m2c
Den Erwartungswert erhalten wir aus der Kramers-Relation fiir k = —1:
k+1 k-1 k 2 2195, go
5 (= (2 + )Z< i+ 7 QU1 =] 25" )i =0
ap, _ _
7<7" nit = 1 [(2“‘1) 1] Z2< i
373,33 4y 2
. a3z mie (aZ)*me ( l )
(r")ni R3n31(1 4+ 1) (l + %) ( 2>”’li%’l4n3l(l+ 1) (l—|— %) -1 ( )

Wir merken hier an, dass die Rechnung damit fiir [ = 0 nicht giiltig ist. In diesem Fall aber
ist klar, dass der Spin nicht mit dem Bahndrehimpuls wechselwirkt, was die volle relativistische
Rechnung bestétigt.

Addieren wir die beiden bisher betrachteten relativistischen Stérungen, dann ergibt sich das be-
merkenswert simple Resultat

me2(Za)t [ 3 n
(4 Ha)y ey = 55— | 5~ ST (9.4.6)
Darwin-Term ) o
R - Th*Ze
H3 = V= 05°%(F 4.
3 8m2c2v v T 2m2c? (@) (9.4.7)
62 47r|a: 63(3:)

Im einem halbklassischen Bild wird diese Korrektur durch die ,,Zitterbewegung® motiviert, wo-
nach das Elektron ein effektiv um seinen Ort gemitteltes Potential spiirt.

Nur fiir die s—Wellenfunktion ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Kern nichtverschwindend.

th*Za 1 Z3a3m3c? mc?(Za)*

7rh2ZeO
W}nl o2m2¢ © n3h3 0= 2n3

(H)n,ji = )] =

510 (9.4.8)
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Dabei haben wir benutzt

; Z \*
a0 =2 (727)
————

=Rn70(0)

51~
3

3
1 [ Zamc)\?
= 9.4.9
7 5) (949
Alle drei Beitrige lassen sich damit zusammenfassen als

mc?(Za)* [ 3 n
H+Hy+Hs)pjj=——7—|-— —— 9.4.10
< 1 + 2 + 3>n7]7l 2n4 4 ] + % ( )

Yoo

In der Herleitung mittels der Dirac-Gleichung wird klarer deutlich, wieso die Korrektur genau von
n und j abhangt.

Aus der Quantenelektrodynamik ergibt sich noch die Lamb-Verschiebung, welche O(a”) ist. Die

Wechselwirkung mit dem Kernspin nennt man Hyperfeinstruktur — diese ist O (o/lmﬂp).

Wir skizzieren das Termschema fiir die n = 2 Niveaus von Wasserstoff: Fiir n = 1 ergibt sich

s Fruldur Larnlr - H Pﬂqsﬁuélu
n=2, £=8,1 zps Vu-scéudtm? ) 4 L

R e .- -] 23,6442
| f
\ 10 950 Mz 51 - 4‘;}
| 2}4_,2/?7L\L T RS - Mz
! Z Zv g 2p 4 10514413 .
T~ ;:9 Utz

eine Hyperfeinaufspaltung der Spineigenzustinde von 1420 MHz, was einer Wellenldnge von \ =
21,4 cm entspricht. Die Zerfallsrate ist dabei 2,9 - 1071° 1 /s, was einer Lebensdauer von etwa 107
Jahren entspricht. Withrend man diese Ubergiéinge im Labor wohl nie beobachten kann, wird die
21 cm Linie in der Radioastronomie sehr wohl beobachtet. In der Kosmologie gibt sie zusammen
mit ihrer Rotverschiebung Informationen iiber das ,,dunkle Zeitalter* zwischen der Rekombination
und der Reionisierung des Wasserstoffs, also ungefdhr von 380 000 bis einer Milliarde Jahre nach
dem Urknall.

9.5 Ritz’sches Variationsprinzip

Wir gehen aus von folgender Ungleichung;:

WIHY) = (@) (n|Hlp) = En(bln)(nle) > > Eol(pln)* = Eo(w[e)

n n

= Ep< WIHIY) (9.5.1)

{¥l)

Wiéhle nun [¢(u)) als Funktion eines oder mehrerer Parameter p. Dann ist das Minimum von
folgendem Ausdruck eine obere Schranke fiir Fy:

B = W H () (95.9)

(b)Y (w))
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Wir merken an, dass sofern der Fehler in der Wellenfunktion linear ist, der Fehler in der Energie
quadratisch ist:

|) =|n)+¢ela) mit (nla)=0 und (njn)=1 sowie (aja)=1
(W[H|Y) _ En+ el {a|H]|e)

TR T (i) + el = En +0(e7) (9.5.3)

9.6 WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin)-Methode

Betrachte groie Energien. Dann ist die Wellenldnge sehr viel kleiner, als die Gradienten des

N
Potentials (%)

— Semiklassischer Grenzfall, fiir den die Wellenfunktion durch eine ortsabhéngige Wellenzahl
charakterisiert werden kann.

Wir betrachten die eindimensionale Schrédinger-Gleichung
n? 92
g — (F — 6.1
(@) = (B = V(@))i() (96.1)

und wéhlen als Ansatz fiir die Wellenfunktion v (z)

— s
"= Z V@)

Einsetzen liefert damit (mit W'(z) = ZW(z)):

0 1W' i P

L [* W) da! (9.6.2)

+ 2w
0* 1W”  3W? 14 1i s L () da
a2 V@) = ;( 202 4W2/z7/vw/f w2 2>O‘i€ g (9.6.3)
W// W/2
= W+ h2W h2 Tz = 2m(E V) (9.6.4)

Adiabatische Entwicklung: W = W© 4+ w® 4
WO = /2m(E-V)

0)/2 0"
SOy = 32 WO 1, WO
4 w2 20 WO
0)/2 0"
—- §h2W( ) B 1h2w( )
8 W 4 w?
(9.6.5)
Das heifit jede Ordnung zéhlt wie zwei Ordnungen in den Ableitungen.
Vix)
Durch eine Verschiebung der Nullpunktsenergie
konnen wir 0.B.d.A. EF = 0 wéhlen, so dass an
den klassischen Umkehrpunkten V(b)) = V(a) =
0 gilt. AuBlerdem wéhlen wir a = 0, so dass in \ X
der Nihe von a gilt: V = V'z mit V'’ > 0. L >
a-o
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In der Nahe von b wird die Schrodinger-Gleichung damit zu

2mV’

2

1
_— = 2 1 = —
dew c“x mit c N

Die normierbaren Losungen dieser Gleichung sind

P(x) o< A; (c%*x)

(9.6.6)

(9.6.7)

mit den Airy-Funktionen A;(z). Diese stehen im Zusammenhang mit den Bessel-Funktionen, wozu

wir folgende Identitidten aus Gradshteyn & Ryzhik (GR) angeben:

Fir x > 0 ist

fir z2>>0

}
—~
™
N—
X
| =
T
w
)
|
win
N
nojeo
|
N
'
|
colt
183
Nl

Ty = Zeos (23 2= T)- (140 (1)) (@R BA5LY)

Dabei haben wir benutzt:

cos(x + a) + cos(x — a) = 2cos(a) cos(z) und  cos (f) =

N

\}E(ac_x) cos (§c<a _ )

= A (c%(m — a)) =

NS

Andererseits ist

WO = \/2m(E—-V)~ /=2mV'(z —a) = hev/a — x

und damit

[SI[9)

x T
2
/ WO dg’ = hc/ Va—z' dr’ = —ghc(a — )

fir T < a)

(9.6.8)

(9.6.9)

(9.6.10)

(9.6.11)

(9.6.12)

(9.6.13)

(9.6.14)

(9.6.15)

(9.6.16)

Die Wellenfunktion im inneren Bereich ist damit nach dem Vergleich mit der Lésung in der Néhe

von a von der Form

. 3
o) 30 !

T (a—x)1
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Durch die Wahl von a4 erhalten wir folgende Form, welche mit der genéherten Losung aus der
asymptotischen Entwicklung der Airy-Funktion iibereinstimmt

W) = \/I/Vc(ao—)(x)cos (711 / " WO ) daf — Z) (9.6.18)

Entsprechend folgt aus der Betrachtung des Umkehrpunktes b, dass die Wellenfunktion auch
folgende Form haben muss

Ch L 0) (. / 1 /a 0) (. ;T
= - W —| = W - — 6.1
oI cos ( /x (2') dz ( . (z') dz 1 (9.6.19)

Diese beiden Wellenfunktionen stimmen iiberein, wenn ¢, = +¢, und

b
/ WO (z) da’ = <n 4 ;) - (n=0,1,2,3,...) (9.6.20)

Dabei ist n gerade fiir ¢, = ¢, und ungerade fiir ¢, = —¢p. Die WKB Niherung ist dabei wie oben
diskutiert fiir groffe Knotenzahlen n brauchbar.
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