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Theoretische Physik I: Zentraliibung 1 Fallschirmspringer

1 Fallschirmspringer

Ein Korper der Masse m falle vertikal im homogenen Schwerefeld ﬁg =m-g-é,. Es
wirke zusétzlich eine newtonsche Reibungskraft Fr=—k- |0] - ¥ proportional zum
Quadrat der Geschwindigkeit. Stellen Sie die eindimensionale Bewegungsgleichung
auf und bestimmen Sie deren Losung zu den Anfangbedingungen z(0) = 0, 2(0) = 0.

mi=m-g—k-3* v=2z
oder
m-v=m-g—k-v? setze k=m-pu

somit

b=g—mw?  gpn>0

Die Differentialgleichung erster Ordnung mit getrennten variablen v und ¢ lautet

= r) o)

Die Trennung der Variablen liefert

fiz) = dt - g(t) U

J f% = Jasoty

Eine Stammfunktion von f(v) = Stammfunktion von g(¢) + ¢. Auflésen nach v =

v(t, c) liefert
d d
dt=—"—— = fdt - f L.
g — g— v

1
g—pv?”

9 _
o B Oé(\/: 'U>+
= + = 7
\/§+v 1_y w
H M

Verwendet man die Par-

i(ﬁw)

[

Wir brauchen also eine Stammfunktion von f(v) =
tialbruchzerlegung, erhélt man

1
g — p?



Theoretische Physik I: Zentraliibung 1 Fallschirmspringer

Der Zahler sei % Somit erhalt man

1 1
a=ﬁ=2a\/7= ,a=Pf=
[T 2\/91

Nun kénnen wir elementar integrieren:

Q

1

f dv =Jdv 1 L
g — p? 2\/9n \/%M \/g—v
zgjﬁ(ln(\/gﬂ)_m(\/z_v))ﬂ

+v

- In

RN
2./910

+c=t

—v
Setzt man die Anfangsbedingung v(0) = 0 ein, erhdlt man

1
—— In
2\/g1

=c=0

s
_|_
(@)
I
o

Damit erhalten wir

1 +v

= In
2\/gp

Zur weiteren Losung miissen wir den Zusammenhang zwischen ¢ und v umkehren.

2\/Z
SN N S
ﬁ—v

2
- :LL
- 2Wt+1
B g 962\/715_1
=0 =,/=
i 2rt+1 0 VI 1

N .
v(t) = PR \/7 \/7tan (\Vagut)




2 Inhomogene lineare DGL 1.
Theoretische Physik I: Zentraliibung Ordnung

Schlieflich wollen wir v(t) = \/% -tanh (,/gpt) nach der Zeit ¢ integrieren.

smh \ﬁ t) 9 10 (cos 1
\ff s \/;u (V)
z(t) ln(cosh(\ﬁt))

Somit ist die Anfangsbedingung z(0) = 0 erfiillt.

1 1 1
- = ZeVapt —2{/gpt - = _ —2{/gpt
z(t) Mln <2€ (1+e >> M(«/gut In(2)+e ~|—)

OENAS 1“/5 )10 (c2vam)

Das heifst vppge ist konstant fiir ¢ — oo.

2 Inhomogene lineare DGL 1. Ordnung

Gegeben sei die inhomogene, lineare DGL 1. Ordnung
0=t + f(t)

Man bestimme deren allgemeine Losung.
Wir betrachten zuerst die zugehorige homogene DGL:

vp, = ¥(t)vn,
d’l)h
Up

t
Inun| = T(£) + const. mit T(t) = f a1,
0

somit

T(t)

vp(t) = const - e

Die inhomogene DGL wird geldst durch den Ansatz "Variation der Konstanten" mit
u(t) einer noch unbestimmten Funktion



3 Wassertropfen in dampfge-
Theoretische Physik I: Zentraliibung fiillter Atmosphére

ergibt
i) = O 51
t
u(t) = J dt'f(#)e ") 1 g

0

Insgesamt lautet die allgemeine Losung von 0(t) = vy(t)v + f(t):

t
o(t) = ' ® [uo + f dt’ f(t’)er(t/)}

0

Sie enthélt genau eine Integrationskonstante ug = v(0), denn I'(0) = 0

Beispiel 0 =tv+t3

R A _ dr/2
Substitution: t = v/27,dt = 2Tﬁ

Jd e Jd 27 e = —2 T+fd 2= 27+ 1)e T
T e = TLZT - € = —4TE€ TE = —2Z\T e
V2T

wobei wir die partielle Integration benutzt haben.

Man ersetze T = % und die allgemeine Losung von © = tv + t3 lautet:

t2 t2 2 t2 9
v(t) =e7 |ug—2 5—1—1 e 2| =upe?z —t*—2

wobei in diesem Fall v(0) = up — 2 ist.

3 Wassertropfen in dampfgefiillter Atmosphére

Ein kugelférmiger Wassertropfen (Radius R(¢) und konstante Dichte p) féllt vertikal
in der mit Dampf gefiillten Atmosphére unter dem Einfluss der Schwerkraft. Durch
Kondensation wichst das Volumen des Tropfens proportional zu seiner Oberfliche
und zur Geschwindigkeit v(t).

Stellen Sie die Bewegungsgleichungen fiir R(t) und v(t) auf und lésen Sie diese zu
den Anfangsbedingungen R(0) = 0 und v(0) = 0 mit Hilfe von Potenzansétzen.



4 Wassertropfen in dampfge-
Theoretische Physik I: Zentraliibung fiillter Atmosphére

Wachstum des Volumens:

d (4 .
< (”R(t)?’) — adnR* = 47R’R

dt \ 3

« ist eine dimensionslose Proportionalitatskonstante.
Newton’sche Bewegungsgleichung:

d
g m@e®)] = m(t)g,
4

m(t) = < pR*(1),

d|dmr 5 | 4m 4
dt[?)pRv}— 5 PRCY,
d 3 _ 3

T [R v] =gR

Potenzansétze: R(t) = att, v(t) = bt mit Parametern a,b und Exponenten u, v.
Einsetzen in die DGLn ergibt:

apth—t = abt”
=upu=v+1l, au=ab

d
— (a3bt3“+”) = ga’t?* = a®b(3p + v) 3!

dt
=v=1, g=bBu+vr) weiterhinpy =2, b=%7 a=%,
Wir erhalten als Losung:
() gt R(1) agt?
v — — _ =
7’ 14

Der Tropfen fallt mit konstanter Beschleunigung ¢/7.
Die entkoppelte DGL fiir R(t) ist nicht linear:

: : R . R
R3U—|—3R2Rv=gR3, v=—, U=—,
e e
. 3R2
R+ — = ag.
rR Y
Diese wird geldst von R(t) = $4t%, wie man leicht nachweist:

2 3.14

1
= S+ =1
utm Tt 7

7



4 Geladenes Teilchen in ge-
Theoretische Physik I: Zentraliibung kreuzten Feldern

4 Geladenes Teilchen in gekreuzten Feldern

Ein Teilchen der Masse m und Ladung ¢ > 0 bewege sich in gekreuzten, homogenen
FE- und B-Feldern. Es erfahrt die Lorentzkraft

—

F= E+v><B)

Wiihlen Sie E = 0 und B = mit E, B > 0.

Bestimmen sie die Bahnkurve T ) zu den Anfangsbedingungen

7(0) = 0,5(0) = 710) = o
Die vektorielle Bewegungsglelchung mv = F = q(FE 4+ ¥ x B) hat in Komponenten
geschrieben die Form:

Vg FE Vg 0 E+v,B
q q Y
Uy | = — O+ 1o, |x|0 = = —v, B
. m m
Uy 0 vy B 0
q q
— 2 (E +v,B), - —Zu,B
Vg m( vy B), 1y mvx
q ¢
iy = —0,B = ——= B%v, = —w’u,
m m

Wir entkoppeln indem wir die erste Gleichung nach ¢ differenzieren und v, durch
die zweite Gleichung ersetzen.

Mit der Larmorfrequenz w = qB >0
Losung der Schwingungsglelchung

v (t) = acos (wt) + bsin (wt), Anfangsbedingung v, (0) =0 = a
. qF
02(0) = bw — da vy (0)

qu _FE
qu B’

somit

vy (t) ergibt sich aus



Theoretische Physik I: Zentraliibung 5 Raketengleichung

also
E
vy(t) = 3 [cos (wt) — 1]
Priife: v, = —% sin (wt) = —% sin (wt) = —vx%,

Die Bahnkurve 7(t) folgt durch Integration von ¥(t) beziiglich der Zeit.
z(t) =0,

z(t) = L dt’g sin (wt') = Bﬂw[l — cos (wt)]

y(t) = L dt'g[cos (wt') —1] = Bﬂw [sin (wt) — wt]

Stellen Sie die Bedingung auf, dass sich das Teilchen mit konstanter Geschwindigkeit
bewegt:

mv:q(E+Ux§>:6
0 Vg FE —Bu,
E=Bxv=|0|x|v,|=10|=| Bv
B U, 0 0

mit v,o konstant.

5 Raketengleichung

Eine Rakete erhélt ihren Antrieb, indem sie ihren Treibstoff verbrennt und die Ver-
brennungsgase mit hoher Geschwindigkeit nach hinten ausstoft.

a) Berechnen Sie die Beschleunigung der Rakete im schwerefreien Raum aus dem
fiir das Gesamtsystem (Treibstoff und Rakete) giiltigen Impulserhaltungssatz.

Massenerhaltung:

M(t) + m(t) = My
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Impuls der Rakete:

Impuls des Treibstoffs:

Impulserhaltung:

P(t) + p(t) = const. = 0, P(t)+p(t) =0
Muv + Mo + (v —u) = 0, benutze 1 = —M
Muv+ Mo+ M(u—v)=0.

Beschleunigung der Rakete:

Mu

ke 0 u(t) = Ausstokgeschwindigkeit der Gase

v =

b) Mit welcher Geschwindigkeit u(t) miissen die Antriebsgase (der Dichte p) durch
ein zylindrisches Rohr (vom Radius r) stromen, damit die Rakete stets die
Beschleunigung g erfahrt?

Masse = Dichte - Volumen

m=pV=up7rr2=—M,

M
u=— .
prr?
Nun folgt fiir die Beschleunigung
MZ
v=g=—>5— DGL mit getrennten Variablen
wprs M

: M
M = —ra/mpg M, \/—Mz—rw/wpg Jdt
2/ M(t) — 24/ My = —tr\/mpg

M(t) = /Mo — /7o

10



6 Polschl-Teller-Potential

Theoretische Physik I: Zentraliibung

1 d r2t?
— | My — rt\/mpg My + P9

uz_pm"?dt
L O ey
=— (rvm - —
e pgMo — ~-pg
u(t) = - Mog _ gt
r\ wp 2

) Welche Schubkraft F' in Vielfachen von M (t) g wirkt auf die Rakete?

F = dtP(t):Mv+Mi)=Mgt+Mg,
M tr/mpg
F=Mg(1+0) =mg(1- VP
M M(t)
( tr, /7r,og ) 2\/ — 3rt\/Tpg
v M 4/7Tp 2\/ My —rty/mpg

d) Welche Endgeschwindigkeit erreicht die Rakete, wenn der Treibstff 91% der

Rakete ausmacht?
t
\/0,00My = /My — %Eﬁpg ~0,3
T+ My T~/ Mog
E = , UVE = tEg ="
o4 /Tpg OT\/TP

M (tg) = 0,09M,

6 Polschl-Teller-Potential

Bestimmen Sie die Periode T' der Bewegung eines Massenpunkts m im sogenannten

Pé&schl-Teller-Potential
U
U(ac)z—io2 mit Up,a > 0
cosh® 2
U(—=z) ist eine gerade Funktion: Die Energie bei gebundener Be-

Beachte: U(x) =
wegung muss negativ sein. Wir bezeichnen sie mit —F, F > 0

Setze E = AUy mit 0 < A < 1.

T =2
. «/—E Uz
-1 cosh £

_ Vngf dx Uo cosh™2 (*) - UOA] cosh

1
=4/ ;Z)n J dx cosh — cosh? a]

11
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Theoretische Physik I: Zentraliibung 7 Teilchen im Potenzpotential

Substituiere: z =sinh?, dz= d:r,% cosh 7

/8 =1 -1
T = Un;\af dz[)\_l—l—ZQ] 2.
0 0
—Up cosh™2 o —FE = —-UpA,
a
1
chosh2a;1=1+sinh2%=1+z%.

Somit

(ST

_ |8m 7 2 _ .21~
T = UOACLJO dz[zl z]

Substituiere: 2z = z1sinf, dz = z1cosfdf

T=U8;najo2 dc9z1c089(zlc0s9)71=4/8fmag

2m
T(E) = —
(E) = maq | Z

héngt von der Energie und damit von Maximalauslenkung (Amplitude) ab.
Fiir kleine Ausschldge 1 « a erhélt man

Die Schwingdauer

U 2
Uz) = — - 7 =—Uo (1 - % + .. > quadratische Naherung
(1 + &5+ ) a
Anmerkung:
1 - g ¢
he=L(re) o1 €08,
cosh & 5 e>+e + 5 + 2 +

Mit der Federkonstante D = % ergibt sich die Periode fiir harmonische Schwin-

gungen
/m [2m
ThO =27 5 =Ta 70 = T(Uo) .

7 Teilchen im Potenzpotential

Bestimmen Sie die Periodendauer T'(E) fiir die Bewegung eines Teilchens im "Po-
tenzpotential"

n

U(z) = Uo‘g

12



8 Abhéngigkeit von Energie
und  Schwingungsperiode bei
Theoretische Physik I: Zentraliibung Oszillatoren

mit Up,a > 0.

Der rechte Umkehrpunkt x; > 0 ist bestimmt durch

Uy (%)an, T =a(50>i .

Es folgt fiir die Schwingungsdauer

T, (E) = Js%fl dz [E -~ Up (2)”]_% - @a <UE'O>3L -9

wobei x = x1y substituiert wurde. Es gilt:

) -2 (£) ",

mit A,, einer numerischen Konstante

o
o VI

n [1]2] 3 | 4 |o
A, [ 4] 728042622 2

e n = 1 Dreieckspotential: T 1OC\/E
e n = 2 harmonischer Oszillator: T unabhingig von E
e n = 4 quartisches Potential: T, 4ocE_%

e n = o0 Kastenpotential: TooocEfé analog zum Po6schl-Teller-Potential

E = —v? nur kinetische Energie im Kasten —a < < a

in Ubereinstimmung mit lim,, ., 7}, (E). Dabei ist 4a die Laufstrecke im Kasten.

8 Abhangigkeit von Energie und Schwingungsperiode bei
Oszillatoren

Zeigen Sie, dass nur beim harmonischen Oszillator die Schwingungsperiode unab-
héngig von der Energie ist und monoton wachsend mit U(0) = 0. U(x) sei gerade.
Die Maximalauslenkung a ist bestimmt durch U(a) = E.

@ dx
T(a) = \/87711) —ﬁ(a) 0

13



8 Abhéngigkeit von Energie
und  Schwingungsperiode bei

Theoretische Physik I: Zentraliibung Oszillatoren
Die Bedingung di(;((la) = 0 liefert eine singulére (unbrauchbare) Integraldarstellung.

Substitution der Variablen

ds
S = U(ﬂf), dS = U,(,I)dl', d$ = m
t=U(a)=E>0
~ t ds 1

T(t) =T (UH(0) = V8m | i)

Dieser Zusammenhang zwischen der Schwingungsdauer T'(a) und dem Potential
U(x) entspricht einer Abelschen Integraltransformation:

gt = [ L~ arsen)

0 t—s

Die zugehorige Umkehrfunktion lautet:

Beweis durch Einsetzen in die Abel-Transformation:

1 J ' 9(0) J ’ g'(u)

— | ds{ ——+ | du

™ Jo {«/s(s—t) 0 A(t—s)(s—u)
Substituiere im ersten Integral: s = u + (t — u)sin?6, ds = 2tsinfcosfdf mit
t—u>0

t 7 /2 9 si
f ds[s(t — 5)]—1/2 _ J 10 t§1n90059 .
0 0 Vtsin 64/t cos 6

Fiir das Doppelintegral (iiber ein Dreieck) kehren wir die Reihenfolge der Integra-

tionen um:
t s t t
J dsJ du...=j duf ds...
0 0 0 u

t
j ds[(t — s)(s — u)] /2 subst. s=wu+ (t—u)sin®0 mit t—u>0

u

ds = 2(t — u) sin 0 cos 0d6

14



Theoretische Physik I: Zentraliibung 9 Rotation eines Kraftfelds

/2 /2
J d6 2(t — w) sin 6 cos (¢t — w) sin? (¢t — w)(1 — sin® §)] V2 = f df2 =
0 0
Damit erhalten wir

”{Mm+Jﬁmw%m}=gm)+mw—g®)=9@

™ 0

Periode g(t) = T ist Abeltransformierte von % = f(s)
g(t) = g(0) ist konstant.

T \8m
S mys U(UTN(s)

= f(s)

dU s
—— =cdz integriert 2VU =cz mit c¢= —v8m
NG, g T
2, T, m oy, . 2m . . .
U(z) = Vi Zmﬁx = Swe mit w = - (harmonisches Oszillatorpotential)

Bemerkung: Es gilt die dquivalente Formel fiir die Inversion der Abeltransformation

1 S
_1d (7, 9@

Mo =25 ), s

Direktes Ableiten nach s geht nicht, denn -Z () _— o Wir benutzen die partielle

S—

»

Integration:

1 d
Vi @Y
1d u=s s ,
f(s)z{—2 s—ug(u) —i—J du2\/s—ug(u)}
wds u=0 0
_1d {2\/59(0) + Js du2+/s — ug'(u)}
mds 0
R IR A C)
o s +J0 dUM}
9 Rotation eines Kraftfelds
Zeigen Sie, dass das Kraftfeld
K
F(7) = oy (-0a0)



Theoretische Physik I: Zentraliibung 9 Rotation eines Kraftfelds

wirbelfrei ist.
Berechnen Sie das Wegintegral §d7 - F' {iber eine Kreislinie vom Radius R und ein
Quadrat der Kantenlinge a beide in der zy—Ebene mit Mittelpunkt 0.

) 0/ox —y/(2® + y?)
rotF = K | o/oy | x | /(2% + y?)
0/0z 0

IS T 0 Y
“ez (p) oy ()
= Keu(@®+9) 2 {1 (0? +9?) —2 2041 (0" +y) —y- 20} =0

Die Kreislinie vom Radius R wird parametrisiert durch:

7(7) = R(cosT,sinT,0), 0 <7 <2m, d7” = drR(—sinT,cos T,0)
o —sinT K [~ sinT o
Wy = j; d’F’-F(F)zJ drR | cosT |- —5 | cosT sz drK = 27K
Krei 0 0 R 0 0

unabhéangig vom Radius R.
Das Wegintegral {iber das Quadrat setzt sich aus vier Beitrédgen zusammen:

Ka

Wi = fa dyFy(a,y) = fa dym

subst: y=atang, —F <o¢<7%, dy=ado !

s
Wi = Kafj/fdgb; - gK

Wy = f_aa da’ (—Fp(—2',a)) = J_aa dac'ajj_agv,2 = gK
W3 = f_aa dy' (=Fy(=a,=y)) = f_aa dy/y,fiaﬂ = JK

@ N Ka T
W4 = f_a dx Fm(l', —a) = f_a dxm = §K

WD=W1+W2+W3+W4=27TK=WO

Ein zu F gehoriges Potential bestimmt man folgendermafien

a _ _ Ky - xr . T Y
a—xU(x,y) =—F, = 147 = U(z,y) = Karctany + fly) =K <2 arctanx> + f(y)
@U(xyy) =—-I, = —m = U(z,y) = - K arctan; + g(x)

16



Theoretische Physik I: Zentraliibung 10 Gebundene Keplerbewegung

Die Funktionen f(y) und g(z) kénnen héchstens Konstanten sein.

mogliches Potential U(x,y) = —K arctan £
In ebenen Polarkoordinaten x = pcos ¢, y = psin ¢ ergibt der Ausdruck

Ulp.¢) = K¢, 0<¢<2r

Fazit: rot F = 0 ist eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines zweifach
differenzierbaren Potentials, wenn das betrachtete Raumgebiet einfach zusammen-
héngend ist. Das heifst: Jeder geschlossene Weg in dem Gebiet kann stetig zu einem
Punkt zusammengezogen werden.

10 Gebundene Keplerbewegung

Bestimmen Sie fiir die gebundene Keplerbewegung r(t) und ¢(t).

Energie - und Drehimpulserhaltung liefern nach quadratischer Ergénzung

m . I? T

— -—=E<0
2" T omr2 7 =5
5 1[2E , 2I' [L?
== | =+ —r——
r2 | m m m?
1 —2E |2EL* + T?m LT 2
- - s+ —
r2 m 4E2%m 2F
Wir erkennen a = —% > 0 als grofie Halbachse und fiir die anderen Parameter gilt:
- 2EL2 0o I? 2EL? I'?m + 2EL?
— € = — a” € = — =
m’ 4F? Im 4E%m

Daraus folgt dann die einfachere Beziehung, die wir integrieren kénnen:
2F
72 = — [a262 —(r— a)2] , ;dTJ‘

+t = der "
HN=E | Y EE e

= 4 /% {aarcsin (r;ﬁa) —+/a%e? — (r — a)Q} + const.

Dieser Zusammenhang kann nicht elementar umgekehrt werden. Deshalb substitu-
ieren wir lieber:

r=a(l —ecosf), dr =aesinld¢

17



Theoretische Physik I: Zentraliibung 10 Gebundene Keplerbewegung

und finden:

H

aesin & ma3 )
”—2ij aesm{ a(l —ecosé) = T({—esm{)

wobei t(§ = 0) = 0 gesetzt wurde. Also erhalten wir die Parametrisierung fiir den
Radius r als Funktion der Zeit ¢:

ma3

O =a(l—eccos€), €)=\ " (€~ esing)

r(0) = a(l — €) = Tmin

Beachte: t wéchst monoton mit &, da g—é ocl —€ecosé >0, dae<l1

Nun zum Winkel:

dp L _,dt
d¢ m d¢

dp  Lay/"t*(1 —ecosf)
ds ma2(1 — ecos€)?

_ 2L " 1—|—6t 13
(b(é-) = marc an : al’l§

Der Nenner des Vorfaktors ist:

—2FEL?*mI?
I2m(—2F)

(&) = 2arctan ( 1 T € tan g)

N A s A
o=~ 1¢ ()
L
m

(1 —€e*)mal’ = = L?

— €

Dies ergibt nach Elimination von £ die bekannte Form der Ellipse:

2 2
1—ecos§:1—e<20082§—1>=1—6<25_1> 1_6<1el—cos¢>_
1 + tan® 3 L+ 15 Trcoss
1— €2

1+ ecoso

a(l —€)? L?

ita(l —€?) =p=—
1+ e€ecoso mit o “)=p

(@) = —

18



Theoretische Physik I: Zentraliibung 10 Gebundene Keplerbewegung

Fiir ungebundene Bewegungen mit £ > 0 (I' > 0) erhélt man nach entsprechenden
Umformungen:

+t = ﬁ J‘dir " a = L > 0
N V 2E (r +a) — a2e?’ 2F
In diesem Fall ist die Substitution r = a(ecosh& — 1) giinstig, wobei € > 1 ist
ma3 ae smhf
+t= hé—1
J ae smh§ ecosh{ )
L) = q/ F (esmhf €), r() =alecosh—1)

¢(€) = 2arctan ( ii_; tanh g)

Bestimmen Sie fiir die Bewegung zu E = 0 im attraktiven 2-Potential 7(t) und ¢(t).
Wie verhalt sich die Geschwindigkeit |¢] fiir groke Zeiten |t| — o0?

Fiir £ = 0 ist die Bahnkurve eine Parabel, gegeben durch: r(¢) = ﬁ

m., I L? o 2mIr —L?
e R R el
2 r  2mr2’ m?2r2

L?+T
+t= Jdr mr_E T foTmr — L2
VoI'mr — L? 3I2m

t = 0 entspricht

"min = 2'm

Beim Auflésen nach r(t) ergibt sich:
(30%mt)? = (L? + T'mr)?(20mr — L?),

was eine kubische Gleichung fiir r ist.

Einschub: Wie 16st man eine kubische Gleichung?

22+ ax? + a1z +ag =0
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Theoretische Physik I: Zentraliibung 10 Gebundene Keplerbewegung

e Beseitige den x2-Term durch eine Verschiebung: z = y — Z

2

as a1a 2 3
) = - +

30 1T AT T T o

Y +py+q=0, p=a;—
e Ansatz: y =u +v

w? 4+ 0% + 30 + 3uv? + p(u+v)+¢ =0

~—

u? 4+ v 4+ (Buv + p)(u+v)+q=0 —p=—L

~— 3u

verlange=0

3
ud — . +q=0 -u?, quadratische Gleichung fiir u?
27u3
3 2 3
3)2 3_P _ 3__4 I
(u) + qu o7 0 U 2+ 4+27
3 2 2 3 3
353 — (up)? — _B>3:_£ 33 _ L _ (€ P _ P
= (w) (3 o7 U T <4+27> 27

und daher ist die zweite Losung der quadratischen Gleichung

2 3
FI B (]
2 4 27

Die Losungsformel von Cardano (1545) fiir kubische Gleichungen lautet

mit (3 =1, _12“/3 , _1_2“/5 den drei dritten Einheitswurzeln.
In unserem Fall lautet die positive reelle Losung
1 1
) =2 [—1+ (1+¢+v2c+)" + <1+g—«/2g+§2)3}

2 2
ISF'; und p = L
mp

mit den Abkiirzungen { =

— mT

Das Verhalten von r(t) fiir grofse |¢| ist
1
are2\3 p _2
rf) = <2m> —3ro()

1L . L _2
v =Tt T3, vy =1d=—o|t|"3
mr

|U|oc|t|*% geht gegen Null fiir |[t| — o
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Theoretische Physik I: Zentraliibung 11 Repulsives Streupotential

Alternativ lasst sich die folgende Parametrisierung vornehmen:

() =50+

2

[ pEmp(1 + €2
it—fdfm

B mp? £ D 2
t@—zL@+3>,m®—guf>
dp L dt  ALmp*(1+¢€%) 2
dé mr2de mp(1+€2)22L 1+ &2

D o p p

‘Qb(f) =2arctan§‘, r=yg <1+tan2 2) — 2(;032% = T s

Dies ist wieder die Parabelgleichung.

Warum beschreibt eigentlich r = Hé"ﬁ eine Parabel?
Wir iibersetzen die Polarkoordinaten in kartesische:

xr =rsin¢ Yy = —rcoso
(¢ wird hier von der negativen y-Achse aus gemessen)

pecose 2 5 P

Y= T Tqcme T2

~ p(l—cosg) (1+cosg)? 1
© 2(1+cosp) pPsin’¢  2p
_7 p

Y= 9,7 9

Das beschreibt in der Tat eine Parabel (in Scheitelpunktdarstellung).

11 Repulsives Streupotential

Zeigen Sie: Fiir ein repulsives Streupotential endlicher Reichweite

Ur) = Unn(r) >0 fir r <R
0 fir r> R
ist der totale Streuquerschnitt energieunabhingig und gleich oo = TR

Streuwinkel 0 als Funktion des Stoflparameters b:
b = R ergibt 6§ = 0, die Teilchen spiiren bei diesen Absténden kein Potential mehr.
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12 Streuung im zentralsymme-
Theoretische Physik I: Zentraliibung trischen Stufenpotential

b = 0 ergibt § = 7, die Teilchen werden bei jeder Energie E zuriickgestofsen (U (r)
soll fiir » — 0 unbeschrankt sein)

Der differentielle Wirkungsquerschnitt berechnet sich als

do b(6) ’d(b)‘ _ O (®)

dQ  sinf| dv

sin 0

woraus sich der totale Wirkungsquerschnitt ergibt mit

T T 712 O=m
Otot = 27TJ df sin Od—g = 2%] dé [—b(@)b’(@)] =27 b°(6)
0

) . 2 | =—7 (b2(7r) - bQ(O)) — TR?

12 Streuung im zentralsymmetrischen Stufenpotential

Teilchen der Masse m und Geschwingigkeit v werden in einem zentralsymmetrischen
Stufenpotential der Form

U(r)=Uy©(R—r)

gestreut.

Die Stufenfunktion ©(x) ist folgendermafen definiert:

O(z) =

1 fir x>0
0 fir x<0

Berechnen Sie den zugehorigen differentiellen Wirkungsquerschnitt unter Verwen-
dung der dimensionslosen Grofe n = /1 — Up/E.

Wir betrachten zuerst das effektive Potential

Uegt(r) = Eiz + U(r) mit U(r) = UyO(R —r)

und erkennen:

b > R: keine Streuung,

Up < 0 (attraktives Stufenpotential) b < R: stets Streuung

Up > 0 (repulsives Stufenpotential) b < R: Teilchen wird reflektiert bei r = R, wenn
E<ER—Z’22+U0, 1—%<%=1—n2,s0mitb>nR,

b < nR: Das Teilchen dringt in den Potentialbereich und es gibt Streuung.

Wir behandeln zuerst den repulsiven Fall Uy > 0.
Beim Eintritt in den Bereich r < R erfahrt das Teilchen einen Kraftstofs in radialer
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12 Streuung im zentralsymme-
Theoretische Physik I: Zentraliibung trischen Stufenpotential

Richtung €, und éndert seine Geschwindigkeit zu v/ = ¢ + A« mit A4 in radialer
Richtung.
Die Energieerhaltung liefert:

Mo p_ Ty,
v /v2 = 2U0y/m \/1 Uo
n=—— ~— ——  — —_ —
v v E

Mit dem Sinussatz im Dreieck erhalt man:

v 1 sin(w—a—g) _ sin(oﬁ—g)
o on sin o B sin o
i—Ecosg—i- l—ﬁsing
nR R 2 Rz 2
1 0\? 0
b? <n — Cos 2> = (R* — b*)sin® 3’
0 0 0 0
b? [1 — 2ncos 3 +n? (0052 3 + sin® 2)] = n’R?sin® 3

somit das Zwischenergebnis

2 9552 . 20 2 0\
b* =n"R sm§ 1+n —2ncos§

b =0 ergibt 6 = 0, cosgzl

emax

bmax = nR entspricht cos =n <1, denn

1—n?
2 _ 2p2 22
bmax—nR1+n2_2n2—nR

Der differentielle Wirkungsquerschnitt folgt als

do _ b(0) db _ 1 db?(9) _ n?R?  sinfcosd (1+n? —2ncosf) —sin?f
dQ  sinfdf 4sinfcos§ df 4sin § cos § (1 +n? — 2ncos g)g
_ n?R? (1 +n?)cos§ —n—ncos?§
4cos§ (1+n—2cos%)2

do n2R2 (n cosg — 1) (n — cos g)

e dcos § (1 + n? —2ncosg)2
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12 Streuung im zentralsymme-
Theoretische Physik I: Zentraliibung trischen Stufenpotential

Im attraktiven Fall Uy < 0 geht der Kraftstofs in die entgegengesetzte Richtung (zum
Zentrum hin)
b

sina = —,

R
n=+/1-—Uy/E > 1,

1 sin(a—9%)

v

o on sin «

b 0 0 0 1

— =bcos = —VR% —b?sin —, Bedingung cos = > —,

n 2 2 2 n
1 2 0 0 0 0

b? (712 — Ecosi + cos? 5 + sin? 2> = R%sin® 3

Dies ist der gleiche Zusammenhang wie bei Uy > 0

> opa 20 2 AN
b=nRsm§ 1+n —2ncos§

und damit gilt derselbe Ausdruck fiir g—g.

Der Streuwinkel liegt im Bereich 0 < 6 < 2 arccos %

Der zugehorige totale Streuquerschnitt wird nun berechnet

0
max d 0 1 0
Otot = 27TJ dé sin 0—0 subst. z =cos—, dz = ——sin-df
0 dQ 2 2 2

attraktiver Fall n > 1
o1+ n*—2nz (1 + n2) + 2n2x2 7=t
1+n?—2nz a=1/n

(nz—1)(n — 2) T
2 2

1
Otot = 27Tn2R2J dz
i/n  (14+n?—2nz)

- gRQ (n2+1—(n?—1)) = 7R2
repulsiver Fall n < 1
(1 =nz)(z—n)

1+ n2—2nz

Nur Teilchen mit b < nR dringen in den Bereich r < R ein und werden vom Poten-
tial in den Winkelbereich 0 < § < 2arccosn gestreut.
Zusétzlich werden Teilchen mit nR < b < R elastisch an der Kugel vom Radius R

reflektiert.

) 1
Jt(oz = 27TR27L2J dz

n

= SR (01— (1-n?)) = 7R’

Es gilt die Beziehung

0
b=Rcos§ mit 0 < 8 < 2arccosn,
a
aQ 4
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13 Einfangquerschnitt fiir Teil-
chen in Zentrum eines Potential-
Theoretische Physik I: Zentraliibung feldes

1
Ttot = Opg) + QWJ dz 2R* = nR*n® + 7R? (1 — n®) = 7R

n

13 Einfangquerschnitt fiir Teilchen in Zentrum eines Po-
tentialfeldes

Bestimmen Sie den Einfangquerschnitt dafiir, dass ein Teilchen der Energie F¥ = %vz

in das Zentrum des Potentialfeldes U(r) = —r% (mitI' > 0) fallt.

Das effektive Potential lautet

Ep? T 5 1
Ueﬁ‘('f’) = T‘T — 7"‘72 = (Eb — F) 7'72
Eb?> —T >0, Teilchen wird gestreut

Eb? —T <0, Teilchen fillt ins Zentrum

T
br2nax = E

Der Einfangquerschnitt ist definiert als b2, und ergibt sich zu

7

Oein =

L? = (mbv)? = 2mEb>

‘ax» das heillt L < +/2mlI ist. Wenn
der Drehimpuls den Wert v/2mlI" unterschreitet, stiirzt das Teilchen in das Zentrum.

Es kommt also zu einem Einfang, falls b? < b2

Bestimmen Sie den Einfangquerschnitt fiir singulére attraktive Potentiale der Form

U(r):—%, n>2,G,>0
Ev? G,
Verlr) = == =5

- fir £ < Up: Streuung

- fir £ > Up: Einfang

wobei Uy das Maximum des effektiven Potentials ist.
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14 Teilchen im harmonischen
Theoretische Physik I: Zentraliibung Oszillatorpotential

Bestimme die Héhe Uy des Maximums:

dUet 2BV  nGp

0 beir=rg

dr r3 rn+l
2 n
n_a nGhy 5 (2Eb*\ "2 2Eb%\ 2
- - E -G,
"0 2Eb2° Uo b <nGn G nGn
2Eb\ 2 [ EbnG,,
= (he) (o - o)
n 2Eb -2
Uo = (f - 1) G [ S 0
0 2 ( nGp ) ~
Teilchen mit £ > Uy werden eingefangen
n—2 2E62\"
En—2 (2 _ 1) Gn—2
- 2 n nGp,
nnGran-2 e

b < =
ME2(n — 2)n2GR2  4E%(n —2)n2

mit oein = mb2,, folgt

S

Oein = (N — 2)277" (gg)

14 Teilchen im harmonischen Oszillatorpotential

Ein Teilchen der Energie E = %v2 werde am abgeschnittenen, harmonischen Oszil-
latorpotential

U(r) = %wz(r — RY)O(R 1)
gestreut. Berechnen Sie den zugehorigen differentiellen Wirkungsquerschnitt.

Wegen L = Lé, = const. findet sie Bewegung in der zy-Ebene statt. Die wirkende
Kraft im Potentialgebiet r < R ist

F=-VU= —%uﬂﬁ (:c2 +y2+ 22) — —mw?7

Die Bewegungsgleichungen
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14 Teilchen im harmonischen
Theoretische Physik I: Zentraliibung Oszillatorpotential

haben die allgemeine Losung
x(t),y(t) = acos (wt) + Bsin (wt)
Die Anfangsbedingungen fiir die Oszillatorbewegung im Bereich r < R lauten
2(0) = —v/R2—b2, y(0)=b, &(0)=v, 3(0)=0.
Damit lautet die Losung der Bewegungsgleichungen
z(t) = —v/R2 — b2 cos (wt) + %sin (wt),
y(t) = bcos (wt).
Nach einer Zeit 7 erreicht das Teilchen wieder den Rand der Kreisscheibe 22 4 3% =

R? und verliisst diese mit der Geschwindigkeit v = +/@(7)% + 5(7)2,
(wegen E = const.) Fiir den Streuwinkel gilt dabei

) b
sinf = y(7)] it |sin (wT)]
v v

Zur Bestimmung von 7 aus z(7)% + y(7)? = R? setzen wir
¢ =cos(wr)unds = sin (wr), =1-s

2
R? = b2 + (R* - V*)c® + %32 —2Y\/R2 - b2sc,
w w

2
<v — R2> s = 2%\/ R2 — b2sc, (s = Otrivial)

2

U2 2 Uz
( — R2> s? = 45(1%2 —b?)(1 - s?),

. v
setze ein |s| = b—sm@
w

R* v\ 2
4— 2 2 1 2 — 2 1 2 = 1 = —_—
b* — b°R* (1 + nsin®6) + 1 (14+mn)°sin“60 = 0. mit 7 (wR>

Es ergeben sich die zwei positiven Losungen

2

= 1 o s conoyf1 gz

dbi R?sin6 2
2 «in2
0= oy [«/1 7? sin” 0 ncose] <0

9 1 —n?sin

d? R%sind [ 2
= A/1—n2sin’6 + C089:| >0
df  24/1 —n2sin’6 K 7
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14 Teilchen im harmonischen
Theoretische Physik I: Zentraliibung Oszillatorpotential

bi = R? bei # = 0 und b%r nimmt mit wachsendem 6 ab.
b2 = R? bei # = w und b2 ist kleiner R? fiir 0 < 0 < 7.

Teilchen mit Stofparameter b, und b_ werden um den gleichen Winkel 6 gestreut.
do 1 (‘dbi ‘db%

— _ b od e
dQ  2sin6 \| df d0>_251n0d0(b_ b)

= R d [cose\/l—nm]

~ 2sinf df

Das Ergebnis fiir den differenziellen Wirkungsquerschnitt lautet also

do R%(1 + n? cos 20) , 2B
A 2\/1— n2sin? 0 mw?R?’ 2

Fiir n > 1 ist der Streuwinkel eingeschriankt: 0 < 6 < arcsin%, E > Z(wR)?

bedeutet hohe Energie. Bei n > 1 gibt es zwei Formen des Graphen fiir g—gz eine mit
Minimum, eine ohne. Die Position des Minimums wird bestimmt durch

3
cos20 =2—-—5 <1 =n<+3
n

Fiir die Berechnung des totalen Wirkungsquerschnitts substituieren wir z = cos#.
Fiir n < 1 ergibt sich

2 d 1 1 22 271
UtotZQWJQ A0sin 0<% — 7R | dz + 07 (22 )
0

dQ 0 1—772(1—2’2)

1

= 7TR*2\/1+n2(22 —1) | = 7R?
0
Fiir n > 1 entsprechend
1 2092
1 227 —1
atot:ﬂ—R2f P +T,(Z )
Vier? A/ L=n?(1—22)

= TR*2/1 + n2(22 — 1) ‘i/m =7R*(1—...4/1-1)=nR?

Ergénzung Im Bereich » < R bewegt sich das Teilchen auf einer Ellipse

2 2 2
Yy W 2 _ Y)Y 2 r
2 T <:1:—|— R —1b b) 1= (z,y M <y>

mit M einer reell-symmetrischen 2 x 2 Matrix. Es gilt die Beziehung

[NIES

(Eigenwerte von M)~ 2 = Halbachsen der Ellipse
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15 Streuung mit grofsem Stof-

Theoretische Physik I: Zentraliibung parameter

Die grofe/kleine Halbachse sind gegeben durch:

1
as = 5 (\/1)2 + 2bvw + R2w? + /02 — 2bvw + R2w2>
w

a4+ nehmen mit v zu
a4 |U:O = R’ a+ |’U~>OO

a*‘v:():O’ ai‘v—mozb<R

‘a+>R, a_<b‘

Der Streuwinkel ist § = |7 — 2¢g| mit dem Drehwinkel ¢g = 5 +v. Aus 0 = 2 folgt

2 tan~y

sinf = 2sinycosy = ——5—
TR 1 + tan?~y

_ xz—Komponente . - .
tany = =g bonente des Eigenvektors €, zum grofen Eigenwert von M

w?(2b? — R?) — 02 + 4/(v? + R2w?)? — (2bvw)?

tan~y =
7 2/ RE — 1
liefert den einfacheren Ausdruck

20w/ R? — b2 it 5 — (L)2

sinf =
V(0?2 + R2w?)2 — (2bvw)? Rw

-0 R
= 2

db R2 2

dsin § b1 1 1
— <1 + > oder —(1+m) was kleiner 1 sein muss.

Fiir n > 1 liefert die erste Losung sin 6, = — und

Fiir n < 1 erhélt man von der zweiten Losung sinfpay = 1

Man sieht, dass zwei Stofiparameter by zum selben Streuwinkel fiihren.

R2
by = — [1 +nsin20icose\/m]

2

15 Streuung mit grofiem Stofiparameter

Bei Streuung mit grofem Stofparameter b wirkt das Potential U(r) nur schwach

und der Streuwinkel 6 ist entsprechend klein.
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15 Streuung mit grofsem Stof-
Theoretische Physik I: Zentraliibung parameter

Zeigen Sie, dass der folgende Zusammenhang gilt

b [P U
Bl Vo

Die zz-Ebene sei die Streuebene und die Ablenkung soll in z-Richtung erfolgen.

0 =

sinf = = ~ 0, da 6 klein ist
v
dvg d
md—vt =F, = —EU/(T‘), xr~b, dt~ 2 die Bahn ist nahezu geradlinig
T v
b (T U'(r) 9 9 o rdr rdr
pm | A 2o =T T
Y mu J_OO T " T2 “ 2 Jr2 — b2

Wenn z von —oo nach oo lauft, geht der Abstand r zweimal von b nach oo. Somit
ergibt sich

gV _ 2 der U'(r)
IR RV

Das Ergebnis fiir die Kleinwinkelstreuung lautet somit:

b [® 1 1
0(b) = —EL drg(i)bQ substituiere: s = m t = =

= entspricht einer Abeltransformation

Wie geht do/d€2 fiir kleine Winkel bei der Streuung im Potential U(r) = K/r™ mit
K>07

Kbn (* 1
0= — r—
E ), = pntl 2 — 2
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Theoretische Physik I: Zentraliibung 16 Kombinierte Federn

substituiere: r = ﬁ, O<yp<3, dr= %
9 Kbn Jw/2 i sin 1 (cos 1/))*“"“ cos Y
= —— in i
Ebntt Jo sin
also | 0 = K1, mit I, nf”/Q dip(cos )" = rationfﬂ wenn n ungerade
Eor 0 7 - rational wennn gerade

KI 1/n
b= ( n) liefert fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

)
do 1 db2 do —1-2/n—1 2—2n
Q" 20|ag] an ¢ E
do

dQ

—— = const. - Eng2A+Yn) | 5 J dge—1-2m divergiert fiir noch so grofes n.
0

1
n =1, Coulombpotential Rutherfordformel: 6 4E~2, — Potential: E~1p~3
T

16 Kombinierte Federn

Ein Massenpunkt m ist durch zwei sequentiell gekoppelte Federn der Federkonstan-
ten D1 und Ds mit einer festen Wand verbunden. Es gebe nur eine Bewegung in der
horizontalen Richtung.

Formulieren Sie die Lagrangefunktion des Systems und 16sen Sie die Bewegungs-
gleichungen.

x1 ist die Auslenkung der Feder 1 und x5 die Auslenkung des Massenpunkts.

kinetische Energie: T = %43

potentielle Energie: U = D122 + B2(zy — 21)?
m Do D,
L=T-U=% 3—7(932—951)2—7 2
Lagrangegleichungen
d oL 0L
——————=0, Dixz1+D — =0
dt 61‘1 6901 1 2(1‘1 562)
d oL 0L
——————=0 Lo + D — =0
di iy dmy O M2t Dale2 )
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Theoretische Physik I: Zentraliibung 16 Kombinierte Federn

x1 ist fest an xo gekoppelt: 1 = %m'

eingesetzt in die Bewegungsgleichung fiir zo:

Do
D1+ Do

DDy

A2 =0
D1+ Dy 2

mo + Doxo <1 ) =0, mis+

Die effektive (reduzierte) Federkonstante ist

Wir erkennen (erhalten) einen eindimensionalen harmonischen Oszillator mit der

Frequenz
| D DD
w = — = - - =z
m m(Dy + D3)

mit der Schwingungslosung

£2(0 D+ D
x2(t) = x2(0) cos(wt) + #2(0) sin(wt) = —2—221(t)
W DQ
Bei Serienschaltung von n Federn
m .o
T = E.Tn
D D D D
U= —135% + —Q(xg —z1)? + i(xg —z0)? .+ i (y — Tn)?
2 2 2 2
Fiihre neue generalisierte Koordinaten ein:
Y1 =1, Y2=T2 —Tl,..-, Yn = Tp — Tp—1-

Dann ist

Die Lagrangefunktion lautet nun

m " D;
— . CN2 J, 2
L—2(y1+...+yn) 2 o Yi

J=1
Bewegungsgleichungen

m(r + ...+ Un) + Djy; =0 firj=1,...,n
—

gleich fiir jedes j
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17 Jacobi-Identitat bei Poisson-

Theoretische Physik I: Zentraliibung klammern
also folgt
z
Yi = 5
J D]

und die Bewegungsgleichung fiir z lautet

1 1
— 4.+ =2 =0
m ( Dy + =+ Dn> 2+ =z
dies ist eine Oszillatorgleichung

%é+z=0

Man erhélt fiir die effektive Federkonstante bei Serienschaltung

1 1
D 4D

17 Jacobi-Identitat bei Poissonklammern

Weisen Sie die Giiltigkeit der Jacobi-Identitéat fiir die Poissonklammer bei einem
System mit f Freiheitsgraden nach.

{UAV. W +{V. (WU} + {W AUV} =0
Betrachte die ersten beide Terme {U, {V,W}} — {V, {U, W}.

Die Poissonklammer {V, W} kann als Wirkung eines linearen Differentialoperators
Dy auf W angesehen werden: {V, W} = Dy W.

f
oV 0 oV 0
Dy =3 (G o)

)

Man kann ihn noch allgemeiner schreiben

Dy = ij%,wobei rj=pj, Tjyp=¢q; firl<j<f
j=1 9%
Term 1 + Term 2 = Dy Dy W — Dy DygW

_g O (WY, 2 (W
B ak&xk ]837]- J@a:j ak&xk

J.k=1
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18 Rotation eines unsymmetri-
schen Kreisels um korperfeste
Theoretische Physik I: Zentraliibung Achse

Dieser Ausdruck enthélt keine zweiten Ableitungen von W, denn

if:ab( ’wW a2w>_o
= k% Oxpdr;  Oxjoxy '

Also treten nur erste Ableitungen von W nach Impulsen und Koordinaten auf

frow ow
(VW) = (VO = (cap . Di@)

Zur Bestimmung von Cj, D; setzen wir W = p; oder g;

G = WVl - Ul = {0 G+ { T v = o)

D, = Vi) - Wty =~ {u S b - { V] =~ wv)

Somit gilt insgesamt

UV WY+ VWU =) (== 5 - =5 =%,

d (6{U,V}§W AT
i=1

) — {U,V}, W} = (WU, V}}

und die Giiltigkeit der Jacobi-Identitét ist gezeigt.

18 Rotation eines unsymmetrischen Kreisels um korper-
feste Achse

Ein unsymmetrischer Kreisel mit Haupttrigheitsmomenten ©1, 09, ©3 rotiere um
die korperfeste €3-Achse mit dem Winkel ¢(t). Zusétzlich rotiere die €3-Achse mit
dem Winkel #(¢) um eine raumfeste é€,-Achse, mit der sie den konstanten Winkel a
einschliefst. Bestimmen Sie die kinetische Energie Tt des starren Korpers.

Tiot = [lef(t) + @ng(t) + @3W§(t)]

| =

wobei die w; die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit &(¢) beziiglich der Haupt-
tragheitsachsen €7 2 3(¢) sind. In unserem Fall gilt:

&= ¢es(t)+0e.
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19 Trégheitsmoment eines
Theoretische Physik I: Zentraliibung gleichseitigen Dreiecks

wobei € die folgende Zerlegung hat
€, =cosacfs+sina(cospe) —singey).
Damit ergeben sich fiir die korperfesten Komponenten
wy = sin« cosqbé, wo = —sina sinqbé, w3 = q3+ cosaf

welche zum Ausdruck

. . o 2
Trot = % sin? v cos? ¢(t) 6% + % sin? o sin? ¢(t) 0% + % (¢ + 6 cos a)

fiir die kinetische Energie fiihren.

19 Tragheitsmoment eines gleichseitigen Dreiecks

Berechnen Sie fiir eine Platte von der Form eines gleichseitigen Dreiecks (Seitenldnge
a und Masse m) das Tragheitsmoment beziiglich des Schwerpunktes. Die Drehachse
steht senkrecht auf der Platte.

Die Flache des gleichseitigen Dreiecks ist:

141=(2ziL=CL\/§CL=\/§ct2

In Polarkoordinaten liegt ein Drittel der Fliache im Winkelbereich —% < ¢ < §. Mit

dem Schwerpunkt im Ursprung des Koordinatensystems gilt fiir die vertikale Seite

T = % = V3 = rcos ¢. Die Fliche A berechnet man in Polarkoordinaten wie folgt:

h
ngzg 3 =rcoso,
/3 a/3/6 cos ¢ /3 a2
A=3 d drr=3 dp ——
f—ﬂ/S ¢J;) mr J—w/?) ¢ 24 cos? ¢
a2 /3 a? a2
_gtangb _7r/3—8<\/§+\/§>—4\/§
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19 Trégheitsmoment eines
Theoretische Physik I: Zentraliibung gleichseitigen Dreiecks

Das Tragheitsmoment berechnet man analog

/3 a/3/6 cos ¢ 4 rm/3
= BZlf dd)f drr® = 74\/§ma f do !
/3

4a? - 144 cost ¢
v3ma? tan3 ¢\ |© 3
_144m f d )— i <tan<z5—|— 3 )ﬂ/g
V3
2
ma
9=

Berechnen Sie den Trigheitstensor ©;; beziiglich des Schwerpunkts S eines homo-
genen starren Korpers der Masse m von der Gestalt eines reguldren Tetraeders mit
der Kantenlidnge a.

Zunachst wollen wir uns klarmachen, dass hier ein Kugelkreisel vorliegt mit

Gij = 5ij@T

Betrachte das Tragheitsellipsoid

Es sei ©;; der Tragheistensor eines starren Korpers. Die Gleichung

3
Z @ijxixj =1
i,j=1
beschreibt eine Ellipsoidfiiche. Das Tragheitsmoment bei Rotation um die Achse

= % ist
|w]

2Tr
On = Ot = Z Onin;
2,7=1

Erkenntnis: Der Punkt # =
dessen Ursprung den Abstand

liegt auf dem Trégheitsellipsoid und er hat von

5

a1
vOi /O
Aus Symmetriegriinden muss das Trégheitsellipsoid mit derselben Rotationssymme-

trie wie beim reguldren Tetraeder eine Kugel sein. = Kugelkreisel ©;; = 4;;07.
Wir berechnen zuerst die Raumhohe h und das Volumen V' des regulédren Tetraeders:

|7 = x%—kaz%—i—a:%:
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20 Homogene Vollkugel mit zy-
Theoretische Physik I: Zentraliibung lindrischem Loch

Eine Cavalerizerlegung des Tetraeders in reguldre Dreiecksscheiben liefert dasselbe
Ergebnis

h
V = f @ subst.: z = hz2'
0 4
_\/g\/éaazj Lo V2
4 3" 12
~1/3

Wir brauchen das Flachentrégheitsmoment des gleichseitigen Dreiecks

OScheibe __ma a2\/7 V3 at

PScheibe 12 -4m 48

Nun liefert die Aufintegration der Beitrdge von Dreiecksscheiben

Or = J dz £ ﬂ subst.: z = h2'
_ 12ma\f\fa J R
V2a3-3-48 Jo
~1/5
2
ma
o1 =50
Zum Vergleich: Bei einem Wiirfel gilt Oy = ¢~ ® und bei einem reguldren Oktaeder

2
. ma
©o = 5

20 Homogene Vollkugel mit zylindrischem Loch

Berechnen Sie den Tragheitstensor beziiglich des Schwerpunkts fiir eine homoge-
ne Vollkugel vom Radius R, aus dem ein zylinderisches Loch vom Radius » < R
konzentrisch durch den Kugelmittelpunkt herausgebohrt wurde. Die Masse dieses
homogenen starren Korpers ist m.

In Zylinderkoordinaten z = pcos ¢, y = psin ¢ hat man die Bereiche

0<op<2m, r<p<vVR2—22, —v/R2-—1r?2<z<+R?—1r2
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21 Kleine Schwingungen eines
starren Korpers an masseloser
Theoretische Physik I: Zentraliibung Stange

Das Volumen berechnet sich damit zu

Ninm R - o VR
sz dzf dppf d¢=27rf dz = (R? — 22 —1?)
V= ) 0 VR

—on | (B2 = PV = (2 - )

Die Tragheitsmomente beziiglich des Ursprungs lauten

[w
[S]Ie]

4
] L V=B

3m VRZ—r2
0,, = 3 QJ dz [(R2—22)2—T4]
4mt(R? — r?)2 0
2 : 1
N BTm<R2 ) [<R4 — VR = - SRR r2)s + (R = ,a)i]
— 3ﬁ 2 2 2 2 1 2 2
= [R +r 3R 5(R r )
0., = % (2R2 + 37“2)
3m VRZ—1? VR2—r2 2 ) ) )
Oua = © _‘QJ dZJ dppf de (27 + p”sin” ¢
Y armrz -t b \ | do )
3m s (VR2—r?
S GO R N {”2 (7 22—r2>+[<R2—z2>2—r2]}
0
2
= 3?171 [R2 +r? 4+ g(RQ — 27“2) f(RQ — 7“2)}

wobei der Ausdruck in den geschwiften Klammern £ [R* — r® + 222(R? — 2r%) — 324]
ist.

m

Oee = Ou = 7

(4R2 + 7"2)

2
Oy = 0,, =0, =0, wegen f d¢ (cos ¢ sin ¢, cos ¢, sin¢) = (0,0,0)
0

Dieser starre Korper stellt einen symmetrischen Kreisel mit den Haupttraggheits-
momenten 07 = Oy = %(4}22 +72) und O3 = %(ZR2 + 3r?) dar, wobei ©1 2 < 3.

21 Kleine Schwingungen eines starren Korpers an mas-
seloser Stange

Ein starrer Korper (Masse M und Tragheitsmoment © beziiglich des Schwerpunkts
S fiir Rotationen um die y-Achse) ist am Punkt A mit einer masselosen Stange der
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22 Kleine Schwingungen eines
starren Korpers an masseloser
Theoretische Physik I: Zentraliibung Stange

Lange [ verbunden. Der Abstand zwischen A und S sei s.
Das andere Ende der Stange ist im Ursprung befestigt und das System ist dem ho-
mogenen Schwerefeld § = g€, ausgesetzt.

Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen fiir kleine Schwingungen in der zz-Ebene.

Position der Schwerpunkts
rg = lsin ¢ + ssin ¢g , zg = [ cos ¢y + scos ¢g
potentielle Energie
Upot = —Mgzs = —Mg(lcos ¢1 + scos ¢2)

in quadratischer Ndherung

2
cosqﬁzl—%—&-...

Upot = const. + % (01, 02) (1\4091 ]\Jogs) <2;)

Die 2x2 Matrix nennen wir V;;. Kinetische Energie:

M., o ©. My, - . o .
Tiin = 7 (:1:% + Zg) + 5(1)% = ? <12¢% + 82(;53 + 2lsp1 9 COS(¢1 — (;52)) + 5(1)3

fiir kleine Auslenkungen

1/, .\ (M2  Mis b1
Tin = 5 <¢1 ’¢2) (Mls Ms? + @> (452
Und die 2x2 Matrix nennen wir 7T;;. Bestimmung der Eigenfrequenzen:
_ |[Mgl — MI?w? —Mlsw?
| —Mlsw? Mgs — (Ms* + ©)w?
= MI{Olw* — [Ms(l + s) + O] gw® + Msg®} =0

det(V — w?T)

Die Losungen der quadratischen Gleichung lauten

9
210
und beide sind offensichtlich positiv.

Spezialfall: s = 0. Der Koérper ist am Schwerpunkt S mit der Stange verbunden

2 9 9
- 7 + — 4 =
Wi 21 (@ 9), Wy \/;, w 0

wy = \/g ist die tibliche Frequenz eines Pendels

W2 = [Ms(l +5)+ 0+ /[Ms(l+s)+ 02— 4Ml5®] :

w_ = 0 entspricht der freien Rotation des starren Koérpers um dessen Schwerpunkt.
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22 Freie Rotation eines unsym-
Theoretische Physik I: Zentraliibung metrischen Kreisels

22 Freie Rotation eines unsymmetrischen Kreisels

Man bestimme die freie Rotation eines unsymmetrischen Kreisel mit Haupttrig-
heitsmomenten O < Oy < O4 fiir den Fall L? = 2E0O,
Allgemein gilt nur die Ungleichung 2E0; < L? < 2E03

Erhaltungsgrofen: kinetische Energie und Drehimpulsquadrat

2Tt = 2F = @10)% + @Qw% + @30.}32,

L? = O%w? + O3w3 + 0%w3
Bilde die Kombinationen

L? - 2EO9 =0 = @1(@1 — @2)(&)? + @3(@3 — @2)&)%
0 <2EO; — L? = 2E(03 — 03) = ©1(03 — O1)w? + O3(03 — O2)w?

Man erhalt die Relationen

wp ==+ {(@3 —62)(2E — szg)r

01(03 — 61)
©1(02 — 01) . :
=+ — kt t 1
w3 = twi 05(03 — ) direkt proportiona

Die 2. Eulergleichung besagt

dws
(O30

wiws . (@2 — @1)(@3 — @2) 2F — @zwg
0,03 B9

Wir konnen sie in die einfachere Form

dﬁ:l—xQ

dr

bringen durch Umskalierungen:

(s — ©1)(03— ) L O
-+ = — w2 (L2 =2E
T —t\/ 0,0; 0, 7% ( ©2)

wobei x und 7 dimensionslos sind.
Nun kénnen wir elementar die Differentialgleichung 1. Ordnung integrieren

d 1.1
1.2 :Ezzdr, §1n1+x=7', r = tanh Tt
- _

T
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22 Freie Rotation eines unsym-
Theoretische Physik I: Zentraliibung metrischen Kreisels

Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit im korperfesten System KS lauten

wo(t) = L tanh (yt)

L [(©2 —01)(03—62)
4+
L], 1=+

0103

0:(035—0y) 2B 12,
1) = 44 | 222822 (2B B nh? (e
“1(t) _\/91(@3 —ep\e, ez™ 0

wobei 2F /0y = (L/65)?

cosh? —sinh? ..
und mit der Identitét 1 — tanh? (y¢) = <& (E;Y;})l2 = tl)l 0t _ coshé ) erhilt man
©2(03 — O3) L O2(02 — 01) L
) =+ ) =+
wift) =+ ©1(03 — ©1) Oz cosh(vt) o ws(t) = & O3(03 — ©1) O3 cosh(yt)

Zur Beschreibung der (absoluten) Bewegung des unsymmetrischen Kreisels im Iner-
tialsystem IS bendtigen wir die zeitabhangigen Eulerwinkel 0(t), ¢(t), ¥ (t).
Wir wihlen L = Lé, und fiithren die zyklische Permutation 123 — 312 der Haupt-

achsen €1, €s, €3 durch.

Die korperfesten Komponenten von L sind:

Lo :E-éz = Lé, €y = Lcosl = Ogwy
L3 = Eég = ng-gg = Lsinﬁsinw = @3&13
Ly = E-é’l = Le, €1 = Lsinfcosp = Orw;

Die erste Gleichung liefert sofort

cosf(t) = %wg(t) = tanh (yt)

und aus Teilen der zweiten durch die dritte Gleichung folgt

O3ws(1)
tan(t) = Br01 (1) =+

©3(02 — 01)
©1(03 — ©2)

= const.

Es fehlt der Eulerwinkel ¢(¢). Zu seiner Berechnung benutzen wir die bekannten
Beziehungen nach der Permutation 123 — 312

w3 = ésin@sinw + écosw
w) = gi;cosﬂsinlb — ésinw
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23 Zwei Stangen an masselosem
Theoretische Physik I: Zentraliibung Scharnier

Man erhilt durch Elimination von § den Ausdruck

w1 Co8Y + w3siny L?siné B O1w? + O3w3
B sin 6 L2sinf QWi+ Ow?
02(05-02) | 02(0,-01)
_ -0, T e,-e, _ O3 — 02 + O3 — O, _L
0102(03—02) + ©302(02—061) 0,05 — 0,05 + 0,05 — 0,04 O,
03—-0 ©3—0

L
o(t) = G—t + const. gleichférmige Drehung um €,
2

Aus unseren Formeln folgt, dass sich der Vektor &j(¢) der momentanen Winkelge-
schwindigkeit asymptotisch (fiir £ — +00) der €>-Achse annéihert.

Dieses €5(t) strebt asymptotisch der raumfesten €,-Achse zu (cos 6(¢) = tanh (vt) — 1,
Des weiteren sind 1 und ¢ wihrend der speziellen Drehbewegung mit 2E0, = L2
konstant.

23 Zwei Stangen an masselosem Scharnier

Zwei gleiche, diinne, homogene Stangen der Lange a und Masse m sind durch ein
masseloses Scharnier verbunden. Das eine Ende ist am Ursprung fixiert und das an-
dere gleitet entlang der z— Achse. Bestimmen Sie die kinetische Energie des Systems
flir Knick- und Rotationsbewegungen.

Wir betrachten zunéchst Stange 1.
Ein Massenelement mdf mit 3 € [0, 1] befindet sich am Ort

71 = af (cos ¢, sin ¢ cos 1, sin ¢ sin 1))

Hierbei ist ¢ der Winkel zwischen der Stange und der z— Achse und 1 der Drehwinkel
um die z—Achse.

T = % JOI Af72 = %cﬁ Ll s 82 (gz'sQ + )2 sin? ¢) - %cﬂ (& + ¢ sin? ¢)

42
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24 Kleine  Schwingung  ei-
nes starren Korpers um feste
Theoretische Physik I: Zentraliibung horizontale Achse

Analog gilt fiir Stange 2

72 = a ((2 — ) cos ¢, B sin ¢ cos, Bsin ¢ sin))
1 1
T, = % J() dB7E = T;a2fo ds [(2 — B)%¢*sin® ¢ + 32 (q.bcos2 ¢ + 9% sin? qb)]

m
2

[;ng sin? ¢ + é <¢2 cos? ¢ + 1% sin? ¢):|

Tiin =T1 + 15 = %az [¢2 + (3¢% + ¢?) sin? d)]

Das Tragheitsmoment fiir Drehungen der Anordnung um die z— Achse lautet

1
e = QmJ dj (a Bsing)? = gmcﬂ sin? ¢
0

und %/1/)2 ist genau der letzte Term in Ty, .

24 Kleine Schwingung eines starren Korpers um feste
horizontale Achse

Man bestimme die Frequenz w kleiner Schwingungen, mit der ein starrer Kérper im
Schwerefeld um eine feste horizontale Achse schwingt. Der Aufhdngepunkt hat den
Abstand s vom Schwerpunkt.

Upot = —Mgscos ¢
Die Schwerpunktsgeschwindigkeit lautet
M, M

Tirans = EUS = ?32(2'52

Die Winkelgeschwindigkeit ist & = gﬁé’y. Die Haupttragheitsachsen €1, €5, €3 des
starren Kérpers rotieren mit dem Winkel ¢(t) um éj,.

cosgp 0 sing
&(t) = Ry(¢(t)e” firj=1,23, R(¢)=| 0 1 0
—sing 0 cos¢
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25 Schaukelbewegung eines ho-
Theoretische Physik I: Zentraliibung mogenen Halbzylinders

Die Komponenten von & beziiglich der zeitabhingigen Haupttriagheitsachsen sind
gegeben durch

- N (0 . - (0
wj = 3(t) - &(t) = 3¢, (Ry(9)e”) = b (RY(9)&) - &
:(j)gy.gj =én;  mitn? +n3+nd=1
n; sind hierbei konstante Richtungskosinusse, festgelegt durch die Orientierung des

starren Korpers bei ¢ = 0. Hierbei wurde die folgende Identitét zwischen Vektoren
¥, w und der Matrix A angewandt:

3 3
v) = Z wW; (Aijvj 2 At ’U)Z (At _’) .U
ij=1 =1

Die kinetische Energie der Rotation um den Schwerpunkt ist somit

12
Trot = (ﬂ (917%% + @271% + @3713)

2
L= d) (Ms +0n? +@2n2+®3n3) + Mgscos ¢

Geméh dem Steinerschen Satz ist O = M s? + @m% + GQn% + @371% das effektive

Tragheitsmoment. Mit der quadratischen Naherung cos¢ =1 — & + ... ergibt sich
die Frequenz kleiner Schwingungen

M M
W= = B0 0. = Ms® 1 0102 + Ound + O30
@eff @eﬁ

25 Schaukelbewegung eines homogenen Halbzylinders

Ein homogener Halbzylinder (Masse m und Radius r) liegt mit seiner runden Seite
auf der xy—Ebene parallel zur y—Achse ausgerichtet. Er schaukelt im Schwerefeld
—g€, hin und her. Wie lautet die Bewegungsgleichung und was ist die Frequenz
kleiner Schwingungen?

Zuerst bestimmen wir die Lage des Schwerpunkts.

(Ts,ys) = R2J d¢f dr r%(r cos ¢, 7 sin ¢) = f(snub,cosgb) (0,?:)

Der Abstand des Schwerpunkt vom Mittelpunkt betrégt s = % = 0,424413 R. Das
Tragheitsmoment des Halbzylinders bei Rotation um den Mittelpunkt ist

;o m m 2
0 = WRQh J d(;SJ drrr? 2R
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Theoretische Physik I: Zentraliibung 26  Schlafender Kreisel

Mit dem Steinerschen Satz ergibt sich das Tragheitsmoment beziiglich des Schwer-
punkts zu
1 16

2 2
@/:@s—l—ms, @S:mR <2_9ﬂ'2>

Die momentane Position des Schwerpunkts wéhrend der Schaukelbewegung ist

Xg=Rp—ssing, Zg=R—scoso

m

Tw = 0 (524 22) + 28 = T2

m
2
_ Mg (38
= 2R¢ (2 37rcosq§)

4 2 4 2 1 16
(1_37TCOS¢> +<37TSIH¢)> +2_97T2]

Die Lagrangefunktion lautet also

(3 A4 4
=T — = 2(2 - = -
L kin — Upot = mo (4 ey cos qﬁ) + ng37r cos ¢
und die resultierende Bewegungsgleichung ist
doc oL
dt op 0
d|:./3 8 4 .5 . g .
T [¢ (2 — 37Tcoscb)] — 3771(]5 sin ¢ + 3R sing =0
- (3 8 4 .5 . dg .
¢<2 37rcos¢>+?m¢ smgb—i-ﬁsmqﬁ—o

Linearisiere die Bewegungsgleichung mit sin¢ ~ ¢,cos¢ ~ 1

(3 8 4g
¢<2_37r>+37rR¢_0

4g 89 89

2

- = T 0,80732
Y TSR(E-2) ROr—16)" Y\ Ror—16)

=S

26 Schlafender Kreisel

Betrachte einen schweren, symmetrischen Kreisel dessen Figurenachse vertikal steht,
das heifit & = 0. Man untersuche die Stabilitét des ,schlafenden Kreisels* (d.h. der
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Theoretische Physik I: Zentraliibung 27 Schlafender Kreisel

Rotation um die inertiale Hochachse).

Mit den Anfangsbedingungen #(0) = 0 = 0(0) lauten die Erhaltungsgrofien

L3 = O3(dcos ¢ + ) = O3(o + o)
L, = @1¢sin29 + LzcosO = L3
O 2
1

L L3
E=— 5 (92+¢281n 0)+@+Mgscos0—2—@3+Mgs

Die Bewegungsgleichung fiir u = cos § lautet

u? = P3(u)
Generell gilt P3(u) = 2 <E - L%) (1—u?)— 1 (L, — Lau)? + ngsu(u2 -1)
@1 2@3 @% 61
und hier speziell Ps(u) = lMgs(l —u?) — L—g(l —u)? - 2 — Mgsu(l — u?)
©1 o2 ©1
2
_ (1 —u)? [;lMgs(l fu)— éﬁ‘%]

Man sieht, dass Ps(u) eine doppelte Nullstelle bei u = 1 hat und die zweite Ableitung
dort den Wert

4 L2] >0 instabil
/" _ = 3
Py(1) =2 [ ] <0 stabil

Fiir P§(1) > 0 liegt die dritte Nullstelle bei ug < 1, und Ps(u) ist positiv im Bereich
ug < u < 1. Fiir P{(1) < 0 liegt die dritte Nullstelle bei uz > 1 und Ps(u) ist
negativ im physikalischen Bereich —1 < u < 1. Der Rotationszustand mit = 0 = 6
ist daher stabil, wenn

oder ausgedriickt durch die Winkelgeschwindigkeit

Ls 2
w — > —/MgsO| = Wi
3= Os 04 9591 krit
w3 muss groker als wyit sein, damit die aufrechte Rotation stabil ist. Fir ©; »
O3 ist wiyis sehr grofs (z.B. bei einem langen Stift). Wenn Reibung ws unter wiyit
gebracht hat, ,wacht” der ,schlafende” Kreisel auf und fangt bei kleinsten Storungen
an zu taumeln und zu schwanken. Die torkelnde Bewegung wird mit der Zeit immer
heftiger.
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27 Fallbahn einer Kugel auf ei-
Theoretische Physik I: Zentraliibung nem Stab mit Schale

27 Fallbahn einer Kugel auf einem Stab mit Schale

Ein Stab der Lénge [ ruht zum Zeitpunkt ¢ = 0 unter dem Winkel ¢g gegen die
x—Achse. Auf dem Stab befindet sich eine kleine Schale und direkt dahinter liegt
eine kleine Kugel. Nun wird der Stab gelost und féllt zu Boden. Ist es moglich, dass
die Kugel in die Schale fallt?

Mit dem Tragheitsmoment beziiglich des Ursprungs
!
e = mf dea? = ml2
I Jo 3
lautet Lagrangefunktion des Stabs

. l
L= %1%52 —mg; sin ¢

wobei %sin ¢ die Hohe des Schwerpunkts ist.

. l . 3
Bewegungsgleichung;: %l% = -mg; cosop, ¢= —2—”;] cos ¢

: l l
Energieerhaltung;: %ZQQﬁQ + mgy sing = mgs sin @g

Das Stabende y = [sin ¢ erfahrt die Vertikalbeschleunigung
d /- ; -
i= i (qﬁcos(b) —1 <¢cos¢> —é 31n¢)

Wir eliminieren ng und qBQ

y=y [—20052 ¢ — 3sin ¢ (sin ¢g — sinqﬁ)} = —gN

Der Verstarkungsfaktor IV im Vergleich zur Beschleunigung —g der kleinen Kugel
ist

N = g (1 — sin? gf)) + 3sin ¢ (sin ¢p — sin ¢)
Mit der Substitution £ = sin ¢, &y = sin ¢q ergibt sich ein quadratischer Ausdruck
_3 9.0 _1 2 2
N(§) = 5 +3¢6 — 5€% = 5 [3+ € - (3¢ — )]

Man findet die Werte

vo -5 N(§)-3649, ¥(B) -3 M -3a-8)

Verlange 2(1 —&)>1, <<, singg<—=, ¢o<3526°

W =



28 Anhang: Hyperbolische
Theoretische Physik I: Zentraliibung Funktionen

Dann ist || wihrend der ganzen Fallbewegung des Stabs grofer als g. Die Kugel wird
in der Schale auf dem horizontal liegenden Stab landen. Es sind hier Zwangskréfte am
Werk, die die Beschleunigung des sich drehenden Stabs im Schwerefeld verstarken.

28 Anhang: Hyperbolische Funktionen

. el —e T et +e7 " e? —e "
sinhy = ———— coshex = ——— tanhz = ———
2 2 et +e ¥
(sinhx) = coshx (coshz) = sinhx
sin (ix) = isinhx cos (ix) = coshx
) 1, ., . e —e
siné = — (e —e *) =1——— =isinhxz
g (=) =i
cosh? z — sinh? z 1
(tanhz) = 5 = 5
cosh” x cosh” x

cosh?z —sinh?z =1

Umkehrfunktionen
i)
x = sinhy = %(ey —e ) ‘ - 2eY
(e¥)> —2ze¥ —1=0 (¥ —x)* =1+ 22

e =z +1+ 22 Hier kann kein - stehen, da sonst e¥ < 0 wire.

y=In (:U +Vx? + 1) = arsinhx
if)

x =coshy > 1
=e'!=x+v22-1 (analog zu oben)
=y=1In <x + V2 — 1) = arcosh

iii)

=tanhy=1— ———
v aaty ey +1
1 1
=y=—In Ttz = artanh z
2 1—=x
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28 Anhang: Hyperbolische
Theoretische Physik I: Zentraliibung Funktionen

Ableitungen der hyperbolischen Umkehrfunktionen
i)

2x
d d 1+ ]
7arsinhx=—]n<x+ x2+1>: V241 _ V2 +1+x
dzx dzx x+\/$2_|_1 \/x2+1(\/$2+1_’_$)
B 1
22 +1
ii)
d d 1
7aTCOSh1‘:—]n(;p+\/ﬁ):”‘:7
dz dz z2—1

iii)

d d1 1+ d /1
aartanhx— dx21n<1—x> =% (2 (ln(l—i—x)—ln(l—w)))
1 1 1 1 1

5 Ttz 2 1-2 1-a2
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