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Theoretische Physik I: Zentralübung 1 Fallschirmspringer

1 Fallschirmspringer

Ein Körper der Masse m falle vertikal im homogenen Schwerefeld ~Fg “ m ¨ g ¨ êz. Es
wirke zusätzlich eine newtonsche Reibungskraft ~FR “ ´k ¨ |~v| ¨ ~v proportional zum
Quadrat der Geschwindigkeit. Stellen Sie die eindimensionale Bewegungsgleichung
auf und bestimmen Sie deren Lösung zu den Anfangbedingungen zp0q “ 0 , 9zp0q “ 0.

m:z “ m ¨ g ´ k ¨ 9z2 v “ 9z

oder

m ¨ 9v “ m ¨ g ´ k ¨ v2 setze k “ m ¨ µ

somit

9v “ g ´ µv2 g, µ ą 0

Die Differentialgleichung erster Ordnung mit getrennten variablen v und t lautet

dv
dt
“ fpvq ¨ gptq

Die Trennung der Variablen liefert

dv
fpvq

“ dt ¨ gptq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

. . .

ż

dv
fpvq

“

ż

dt gptq

Eine Stammfunktion von fpvq “ Stammfunktion von gptq ` c. Auflösen nach v “
vpt, cq liefert

dt “
dv

g ´ µv2
ñ

ż

dt “
ż

dv
g ´ µv2

Wir brauchen also eine Stammfunktion von fpvq “ 1
g´µv2

. Verwendet man die Par-
tialbruchzerlegung, erhält man

1

g ´ µv2
“

α
b

g
µ ` v

`
β

b

g
µ ´ v

“

α
´
b

g
µ ´ v

¯

` β
´
b

g
µ ` v

¯

g
µ ´ v

2

3



Theoretische Physik I: Zentralübung 1 Fallschirmspringer

Der Zähler sei 1
µ . Somit erhält man

α “ β “ 2α

c

g

µ
“

1

µ
, α “ β “

1

2
?
gµ

Nun können wir elementar integrieren:

ż

dv
g ´ µv2

“

ż

dv
1

2
?
gµ

¨

˝

1
b

g
µ ` v

`
1

b

g
µ ´ v

˛

‚

“
1

2
?
gµ

ˆ

ln

ˆ
c

g

µ
` v

˙

´ ln

ˆ
c

g

µ
´ v

˙˙

` c

“
1

2
?
gµ
¨ ln

¨

˝

b

g
µ ` v

b

g
µ ´ v

˛

‚` c “ t

Setzt man die Anfangsbedingung vp0q “ 0 ein, erhält man

1

2
?
gµ

ln

¨

˝

b

g
µ

b

g
µ

˛

‚` c “ 0

ñ c “ 0

Damit erhalten wir

t “
1

2
?
gµ

ln

¨

˝

b

g
µ ` v

b

g
µ ´ v

˛

‚.

Zur weiteren Lösung müssen wir den Zusammenhang zwischen t und v umkehren.

ñ e2
?
gµ t “

2
b

g
µ

b

g
µ ´ v

´ 1

ñ

c

g

µ
´ v “

2
b

g
µ

e2
?
gµ t ` 1

ñ v “

c

g

µ
´

2
b

g
µ

e2
?
gµ t ` 1

“

c

g

µ

e2
?
gµ t ´ 1

e2
?
gµ t ` 1

vptq “
e
?
gµ t ` e´

?
gµ t

e
?
gµ t ` e´

?
gµ t

¨

c

g

µ
“

c

g

µ
¨ tanh p

?
gµ tq
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Theoretische Physik I: Zentralübung
2 Inhomogene lineare DGL 1.
Ordnung

Schließlich wollen wir vptq “
b

g
µ ¨ tanh p

?
gµ tq nach der Zeit t integrieren.

zptq “

c

g

µ

ż

dt
sinh

`?
gµ t

˘

cosh
`?
gµ t

˘ “

c

g

µ
ln pcosh p

?
gµ tqq ¨

1
?
gµ

zptq “
1

µ
ln pcosh p

?
gµ tqq

Somit ist die Anfangsbedingung zp0q “ 0 erfüllt.

zptq “
1

µ
ln

ˆ

1

2
e
?
gµ t

´

1` e´2
?
gµ t

¯

˙

“
1

µ

´

?
gµ t´ ln p2q ` e´2

?
gµ t ` . . .

¯

zptq “

c

g

µ
t´

ln p2q

µ
`O

´

e´2
?
gµ t

¯

Das heißt vEnde ist konstant für tÑ8.

2 Inhomogene lineare DGL 1. Ordnung

Gegeben sei die inhomogene, lineare DGL 1. Ordnung

9v “ γptqv ` fptq

Man bestimme deren allgemeine Lösung.
Wir betrachten zuerst die zugehörige homogene DGL:

9vh “ γptqvh,

dvh
vh

“ γptqdt,

ln |vh| “ Γptq ` const. mit Γptq “

ż t

0
dt1γpt1q,

somit

vhptq “ const ¨ eΓptq

Die inhomogene DGL wird gelöst durch den Ansatz "Variation der Konstanten" mit
uptq einer noch unbestimmten Funktion

vptq “ uptqeΓptq,

9vptq “ 9uptqeΓptq ` uptqγptqeΓptq

“ γptquptqeΓptq ` fptq (DGL)

5



Theoretische Physik I: Zentralübung
3 Wassertropfen in dampfge-
füllter Atmosphäre

ergibt

9uptq “ e´Γptqfptq

uptq “

ż t

0
dt1fpt1qe´Γpt1q ` u0

Insgesamt lautet die allgemeine Lösung von 9vptq “ γptqv ` fptq:

vptq “ eΓptq

„

u0 `

ż t

0
dt1fpt1qe´Γpt1q



Sie enthält genau eine Integrationskonstante u0 “ vp0q, denn Γp0q “ 0

Beispiel 9v “ tv ` t3

Γptq “

ż t

0
dt1t1 “

t2

2
ż

dt t3e´
t2

2

Substitution: t “
?

2τ , dt “ dτ
?

2
2
?
τ

ż

dτ
p2τq

3
2

?
2τ

e´τ “

ż

dτ2τ ¨ e´τ “ ´2τe´τ `

ż

dτe´τ2 “ ´2pτ ` 1qe´τ

wobei wir die partielle Integration benutzt haben.
Man ersetze τ “ t2

2 und die allgemeine Lösung von 9v “ tv ` t3 lautet:

vptq “ e
t2

2

„

u0 ´ 2

ˆ

t2

2
` 1

˙

e´
t2

2



“ u0e
t2

2 ´ t2 ´ 2

wobei in diesem Fall vp0q “ u0 ´ 2 ist.

3 Wassertropfen in dampfgefüllter Atmosphäre

Ein kugelförmiger Wassertropfen (Radius Rptq und konstante Dichte ρ) fällt vertikal
in der mit Dampf gefüllten Atmosphäre unter dem Einfluss der Schwerkraft. Durch
Kondensation wächst das Volumen des Tropfens proportional zu seiner Oberfläche
und zur Geschwindigkeit vptq.
Stellen Sie die Bewegungsgleichungen für Rptq und vptq auf und lösen Sie diese zu
den Anfangsbedingungen Rp0q “ 0 und vp0q “ 0 mit Hilfe von Potenzansätzen.
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Theoretische Physik I: Zentralübung
4 Wassertropfen in dampfge-
füllter Atmosphäre

Wachstum des Volumens:

d
dt

ˆ

4π

3
Rptq3

˙

“ α4πR2v “ 4πR2 9R

9R “ αv

α ist eine dimensionslose Proportionalitätskonstante.
Newton’sche Bewegungsgleichung:

d
dt
rmptqvptqs “ mptqg,

mptq “
4π

3
ρR3ptq,

d
dt

„

4π

3
ρR3v



“
4π

3
ρR3g,

d
dt

“

R3v
‰

“ gR3

Potenzansätze: Rptq “ atµ, vptq “ btν mit Parametern a, b und Exponenten µ, ν.
Einsetzen in die DGLn ergibt:

aµtµ´1 “ αbtν

ñ µ “ ν ` 1 , aµ “ αb

d
dt

`

a3bt3µ`ν
˘

“ ga3t3µ “ a3bp3µ` νqt3µ`ν´1

ñ ν “ 1 , g “ bp3µ` νq weiterhinµ “ 2 , b “
g

7
, a “

αg

14
.

Wir erhalten als Lösung:

vptq “
gt

7
, Rptq “

αgt2

14

Der Tropfen fällt mit konstanter Beschleunigung g{7.
Die entkoppelte DGL für Rptq ist nicht linear:

R3 9v ` 3R2 9Rv “ gR3 , v “
9R

α
, 9v “

:R

α
,

:R`
3 9R2

R
“ αg.

Diese wird gelöst von Rptq “ αg
14 t

2, wie man leicht nachweist:

2

14
`

3 ¨ 14

72
“

1

7
`

6

7
“ 1.

7



Theoretische Physik I: Zentralübung
4 Geladenes Teilchen in ge-
kreuzten Feldern

4 Geladenes Teilchen in gekreuzten Feldern

Ein Teilchen der Masse m und Ladung q ą 0 bewege sich in gekreuzten, homogenen
~E- und ~B-Feldern. Es erfährt die Lorentzkraft

~F “ q
´

~E ` ~v ˆ ~B
¯

.

Wählen Sie ~E “

¨

˝

E
0
0

˛

‚und ~B “

¨

˝

0
0
B

˛

‚mit E,B ą 0.

Bestimmen sie die Bahnkurve ~rptq zu den Anfangsbedingungen
~rp0q “ 0, ~vp0q “ 9~rp0q “ 0
Die vektorielle Bewegungsgleichung m 9~v “ ~F “ qp ~E ` ~v ˆ ~Bq hat in Komponenten
geschrieben die Form:

¨

˝

9vx
9vy
9vz

˛

‚“
q

m

»

–

¨

˝

E
0
0

˛

‚`

¨

˝

vx
vy
vz

˛

‚ˆ

¨

˝

0
0
B

˛

‚

fi

fl “
q

m

¨

˝

E ` vyB
´vxB

0

˛

‚

9vx “
q

m
pE ` vyBq, 9vy “ ´

q

m
vxB

:vx “
q

m
9vyB “ ´

q2

m2
B2vx “ ´ω

2vx

Wir entkoppeln indem wir die erste Gleichung nach t differenzieren und 9vy durch
die zweite Gleichung ersetzen.

Mit der Larmorfrequenz ω “ qB
m ą 0

Lösung der Schwingungsgleichung:

vxptq “ a cos pωtq ` b sin pωtq,Anfangsbedingung vxp0q “ 0 “ a

9vxp0q “ bω “
qE

m
da vyp0q “ 0,

b “
qEm

mqB
“
E

B
,

somit

vxptq “
E

B
sin pωtq

vyptq ergibt sich aus

vy “
1

B

ˆ

m

q
9vx ´ E

˙

,

8



Theoretische Physik I: Zentralübung 5 Raketengleichung

also

vyptq “
E

B
rcos pωtq ´ 1s

Prüfe: 9vy “ ´
ωE
B sin pωtq “ ´ qE

m sin pωtq “ ´vx
qB
m .

Die Bahnkurve ~rptq folgt durch Integration von ~vptq bezüglich der Zeit.

zptq “ 0,

xptq “

ż t

0
dt1
E

B
sin pωt1q “

E

Bω
r1´ cos pωtqs

yptq “

ż t

0
dt1
E

B
rcos pωt1q ´ 1s “

E

Bω
rsin pωtq ´ ωts

Stellen Sie die Bedingung auf, dass sich das Teilchen mit konstanter Geschwindigkeit
bewegt:

m 9~v “ q
´

E ` ~v ˆ ~B
¯

“ ~0

~E “ ~B ˆ ~v “

¨

˝

0
0
B

˛

‚ˆ

¨

˝

vx
vy
vz

˛

‚“

¨

˝

E
0
0

˛

‚“

¨

˝

´Bvy
Bvx

0

˛

‚

vx “ 0 , vy “ ´
E

B

~v “

¨

˝

0

´E
B

vz0

˛

‚

mit vz0 konstant.

5 Raketengleichung

Eine Rakete erhält ihren Antrieb, indem sie ihren Treibstoff verbrennt und die Ver-
brennungsgase mit hoher Geschwindigkeit nach hinten ausstößt.

a) Berechnen Sie die Beschleunigung der Rakete im schwerefreien Raum aus dem
für das Gesamtsystem (Treibstoff und Rakete) gültigen Impulserhaltungssatz.

Massenerhaltung:

Mptq `mptq “M0

9



Theoretische Physik I: Zentralübung 5 Raketengleichung

Impuls der Rakete:

P ptq “Mptqvptq

Impuls des Treibstoffs:

pptq “

ż t

0
dt1 9mpt1q

“

vpt1q ´ upt1q
‰

Impulserhaltung:

P ptq ` pptq “ const. “ 0, 9P ptq ` 9pptq “ 0

9Mv `M 9v ` 9mpv ´ uq “ 0, benutze 9m “ ´ 9M

9Mv `M 9v ` 9Mpu´ vq “ 0 .

Beschleunigung der Rakete:

9v “ ´
9Mu

M
ą 0 uptq “ Ausstoßgeschwindigkeit der Gase

b) Mit welcher Geschwindigkeit uptqmüssen die Antriebsgase (der Dichte ρ) durch
ein zylindrisches Rohr (vom Radius r) strömen, damit die Rakete stets die
Beschleunigung g erfährt?

Masse “ Dichte ¨Volumen

9m “ ρ 9V “ uρπr2 “ ´ 9M ,

u “ ´
9M

ρπr2
.

Nun folgt für die Beschleunigung

9v “ g “
9M2

πρr2M
DGL mit getrennten Variablen

9M “ ´r
a

πρgM,
9M

?
M
“ ´r

?
πρg

ż

dt

2
a

Mptq ´ 2
a

M0 “ ´t r
?
πρg

a

Mptq “
a

M0 ´
rt

2

?
πρg

10



Theoretische Physik I: Zentralübung 6 Pölschl-Teller-Potential

u “ ´
1

ρπr2

d
dt

ˆ

M0 ´ rt
a

πρgM0 `
r2t2

4
πρg

˙

“
1

ρπr2

ˆ

r
a

πρgM0 ´
r2t

2
πρg

˙

.

uptq “
1

r

d

M0g

πρ
´
g t

2

c) Welche Schubkraft F in Vielfachen von Mptq g wirkt auf die Rakete?

F “
d
dt
P ptq “ 9Mv `M 9v “ 9Mg t`M g,

F “M g

˜

1`
9M

M
t

¸

“M g

˜

1´
t r
?
πρg

a

Mptq

¸

“M g

ˆ

1´
t r
?
πρg

?
M0 ´

r t
2

?
πρg

˙

“M g
2
?
M0 ´ 3r t

?
πρg

2
?
M0 ´ r t

?
πρg

ăM g .

d) Welche Endgeschwindigkeit erreicht die Rakete, wenn der Treibstff 91% der
Rakete ausmacht?

MptEq “ 0,09M0,
a

0,09M0 “
a

M0 ´
rtE
2

?
πρg “ 0,3

a

M0 ,

tE “
7
?
M0

5r
?
πρg

, vE “ tE g “
7
?
M0g

5r
?
πρ

.

6 Pölschl-Teller-Potential

Bestimmen Sie die Periode T der Bewegung eines Massenpunkts m im sogenannten
Pöschl-Teller-Potential

Upxq “ ´
U0

cosh2 x
a

mit U0, a ą 0

Beachte: Upxq “ Up´xq ist eine gerade Funktion: Die Energie bei gebundener Be-
wegung muss negativ sein. Wir bezeichnen sie mit ´E,E ą 0.
Setze E “ λU0 mit 0 ă λ ă 1.

T “
?

2m

ż x1

´x1

dx
a

´E ´ Upxq

“
?

8m

ż x1

0
dx

”

U0 cosh´2
´x

a

¯

´ U0λ
ı´ 1

2 cosh x
a

cosh x
a

T “

c

8m

U0λ

ż x1

0
dx cosh

x

a

”

λ´1 ´ cosh2 x

a

ı´ 1
2

11



Theoretische Physik I: Zentralübung 7 Teilchen im Potenzpotential

Substituiere: z “ sinh x
a , dz “ dx 1

a cosh x
a

T “

c

8m

U0λ
a

ż z1

0
dz

“

λ´1 ´ 1´ z2
‰´ 1

2 .

´U0 cosh´2 x1

a
“ ´E “ ´U0λ ,

1

λ
“ cosh2 x1

a
“ 1` sinh2 x1

a
“ 1` z2

1 .

Somit

T “

c

8m

U0λ
a

ż z1

0
dz

“

z2
1 ´ z

2
‰´ 1

2

Substituiere: z “ z1 sin θ, dz “ z1 cos θdθ

T “

c

8m

E
a

ż π
2

0
dθz1 cos θ pz1 cos θq´1

“

c

8m

E
a
π

2

Die Schwingdauer

T pEq “ πa

c

2m

E

hängt von der Energie und damit von Maximalauslenkung (Amplitude) ab.
Für kleine Ausschläge x1 ! a erhält man

Upxq “ ´
U0

´

1` x2

2a2
` . . .

¯2 “ ´U0

ˆ

1´
x2

a2
` . . .

˙

quadratische Näherung

Anmerkung:

cosh ξ “
1

2

´

eξ ` e´ξ
¯

“ 1`
ξ2

2
`
ξ4

24
` . . .

Mit der Federkonstante D “ 2U0
a2

ergibt sich die Periode für harmonische Schwin-
gungen

Tho “ 2π

c

m

D
“ πa

c

2m

U0
“ T pU0q .

7 Teilchen im Potenzpotential

Bestimmen Sie die Periodendauer T pEq für die Bewegung eines Teilchens im "Po-
tenzpotential"

Upxq “ U0

ˇ

ˇ

ˇ

x

a

ˇ

ˇ

ˇ

n

12
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8 Abhängigkeit von Energie
und Schwingungsperiode bei
Oszillatoren

mit U0, a ą 0.

Der rechte Umkehrpunkt x1 ą 0 ist bestimmt durch

U0

´x1

a

¯n
“ E, x1 “ a

ˆ

E

U0

˙
1
n

.

Es folgt für die Schwingungsdauer

TnpEq “
?

8m

ż x1

0
dx

”

E ´ U0

´x

a

¯nı´ 1
2
“

c

2m

E
a

ˆ

E

U0

˙
1
n

¨ 2

ż 1

0

dy
?

1´ yn
.

wobei x “ x1y substituiert wurde. Es gilt:

TnpEq “

c

2m

E
a

ˆ

E

U0

˙
1
n

¨An

mit An einer numerischen Konstante

n 1 2 3 4 8

An 4 π 2,804 2,622 2

• n “ 1 Dreieckspotential: T19
?
E

• n “ 2 harmonischer Oszillator: T2 unabhängig von E

• n “ 4 quartisches Potential: T49E
´ 1

4

• n “ 8 Kastenpotential: T89E
´ 1

2 analog zum Pöschl-Teller-Potential

E “
m

2
v2 nur kinetische Energie im Kasten ´ a ă x ă a

T8 “
4a

v
“ 2a

c

2m

E

in Übereinstimmung mit limnÑ8 TnpEq. Dabei ist 4a die Laufstrecke im Kasten.

8 Abhängigkeit von Energie und Schwingungsperiode bei
Oszillatoren

Zeigen Sie, dass nur beim harmonischen Oszillator die Schwingungsperiode unab-
hängig von der Energie ist und monoton wachsend mit Up0q “ 0. Upxq sei gerade.
Die Maximalauslenkung a ist bestimmt durch Upaq “ E.

T paq “
?

8m

ż a

0

dx
a

Upaq ´ Upxq

13
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8 Abhängigkeit von Energie
und Schwingungsperiode bei
Oszillatoren

Die Bedingung dT paq
da “ 0 liefert eine singuläre (unbrauchbare) Integraldarstellung.

Substitution der Variablen

s “ Upxq, ds “ U 1pxqdx, dx “
ds

U 1pU´1psqq

t “ Upaq “ E ą 0

rT ptq “ T
`

U´1ptq
˘

“
?

8m

ż t

0

ds
?
t´ s

1

U 1pU´1psqq

Dieser Zusammenhang zwischen der Schwingungsdauer T paq und dem Potential
Upxq entspricht einer Abelschen Integraltransformation:

gptq “

ż t

0

fpsq
?
t´ s

“ Arf sptq

Die zugehörige Umkehrfunktion lautet:

fpsq “
1

π

„

gp0q
?
s
`

ż s

0
du

g1puq
?
s´ u



Beweis durch Einsetzen in die Abel-Transformation:

1

π

ż t

0
ds

#

gp0q
a

sps´ tq
`

ż s

0
du

g1puq
a

pt´ sqps´ uq

+

Substituiere im ersten Integral: s “ u ` pt ´ uq sin2 θ, ds “ 2t sin θ cos θ dθ mit
t´ u ą 0

ż t

0
dsrspt´ sqs´1{2 “

ż π{2

0
dθ

2t sin θ cos θ
?
t sin θ

?
t cos θ

“ π

Für das Doppelintegral (über ein Dreieck) kehren wir die Reihenfolge der Integra-
tionen um:

ż t

0
ds

ż s

0
du . . . “

ż t

0
du

ż t

u
ds . . .

ż t

u
dsrpt´ sqps´ uqs´1{2 subst. s “ u` pt´ uq sin2 θ mit t´ u ą 0

ds “ 2pt´ uq sin θ cos θdθ

14



Theoretische Physik I: Zentralübung 9 Rotation eines Kraftfelds

ż π{2

0
dθ 2pt´ uq sin θ cos θrpt´ uq sin2 θpt´ uqp1´ sin2 θqs´1{2 “

ż π{2

0
dθ 2 “ π

Damit erhalten wir

π

π

„

gp0q `

ż t

0
du g1puq



“ gp0q ` gptq ´ gp0q “ gptq

Periode gptq “ T ist Abeltransformierte von
?

8m
U 1pU´1psqq

“ fpsq

gptq “ gp0q ist konstant.

ñ fpsq “
T

π
?
s
“

?
8m

U 1pU´1psqq

dU
?
U
“ c dx integriert 2

?
U “ c x mit c “

π

T

?
8m

Upxq “
c2

4
x2 “ 2m

π2

T 2
x2 “

m

2
ω2x2 mit ω “

2π

T
pharmonisches Oszillatorpotentialq

Bemerkung: Es gilt die äquivalente Formel für die Inversion der Abeltransformation

fpsq “
1

π

d
ds

ż s

0
du

gpuq
?
s´ u

Direktes Ableiten nach s geht nicht, denn gpsq
?
s´s

“ 8 Wir benutzen die partielle
Integration:

1
?
s´ u

“
d
du
p´2

?
s´ uq

fpsq “
1

π

d
ds

"

´2
?
s´ u gpuq

u“s
u“0

`

ż s

0
du 2

?
s´ u g1puq

*

“
1

π

d
ds

"

2
?
sgp0q `

ż s

0
du 2

?
s´ u g1puq

*

“
1

π

"

gp0q
?
s
`

ż s

0
du

g1puq
?
s´ u

*

9 Rotation eines Kraftfelds

Zeigen Sie, dass das Kraftfeld

~F p~rq “
K

x2 ` y2
p´y, x, 0q

15



Theoretische Physik I: Zentralübung 9 Rotation eines Kraftfelds

wirbelfrei ist.
Berechnen Sie das Wegintegral

ű

d~r ¨ ~F über eine Kreislinie vom Radius R und ein
Quadrat der Kantenlänge a beide in der xy´Ebene mit Mittelpunkt ~0.

rot~F “ K

¨

˝

B{Bx
B{By
B{Bz

˛

‚ˆ

¨

˝

´y{px2 ` y2q

x{px2 ` y2q

0

˛

‚

“ K~ez

"

B

Bx

ˆ

x

x2 ` y2

˙

`
B

By

ˆ

y

x2 ` y2

˙*

“ K~ezpx
2 ` yq´2

 

1
`

x2 ` y2
˘

´ x ¨ 2x` 1
`

x2 ` y
˘

´ y ¨ 2y
(

“ ~0

Die Kreislinie vom Radius R wird parametrisiert durch:

~rpτq “ Rpcos τ, sin τ, 0q, 0 ă τ ă 2π, d~r “ dτRp´ sin τ, cos τ, 0q

W0 “

¿

Kreis

d~r ¨ ~F p~rq “
ż 2π

0
dτR

¨

˝

´ sin τ
cos τ

0

˛

‚¨
K

R2

¨

˝

´ sin τ
cos τ

0

˛

‚R “

ż 2π

0
dτK “ 2πK

unabhängig vom Radius R.
Das Wegintegral über das Quadrat setzt sich aus vier Beiträgen zusammen:

W1 “

ż a

´a
dyFypa, yq “

ż a

´a
dy

Ka

a2 ` y2

subst: y “ a tanφ , ´π
4 ă φ ă π

4 , dy “ adφ 1
cos2 φ

W1 “ Ka

ż π{4

π{4
dφ

a

a2
“
π

2
K

W2 “

ż a

´a
dx1

`

´Fxp´x
1, aq

˘

“

ż a

´a
dx1

Ka

a2 ` x12
“
π

2
K

W3 “

ż a

´a
dy1

`

´Fyp´a,´y
1q
˘

“

ż a

´a
dy1

Ka

y12 ` a2
“
π

2
K

W4 “

ż a

´a
dxFxpx,´aq “

ż a

´a
dx

Ka

a2 ` x2
“
π

2
K

Wl “W1 `W2 `W3 `W4 “ 2πK “W0

Ein zu ~F gehöriges Potential bestimmt man folgendermaßen

B

Bx
Upx, yq “ ´Fx “

Ky

x2 ` y2
ñ Upx, yq “ K arctan

x

y
` fpyq “ K

´π

2
´ arctan

y

x

¯

` fpyq

B

By
Upx, yq “ ´Fy “ ´

Kx

x2 ` y2
ñ Upx, yq “ ´K arctan

y

x
` gpxq

16



Theoretische Physik I: Zentralübung 10 Gebundene Keplerbewegung

Die Funktionen fpyq und gpxq können höchstens Konstanten sein.

mögliches Potential Upx, yq “ ´K arctan y
x

In ebenen Polarkoordinaten x “ ρ cosφ, y “ ρ sinφ ergibt der Ausdruck

Upρ, φq “ ´Kφ , 0 ă φ ă 2π

Fazit: rot ~F “ ~0 ist eine hinreichende Bedingung für die Existenz eines zweifach
differenzierbaren Potentials, wenn das betrachtete Raumgebiet einfach zusammen-
hängend ist. Das heißt: Jeder geschlossene Weg in dem Gebiet kann stetig zu einem
Punkt zusammengezogen werden.

10 Gebundene Keplerbewegung

Bestimmen Sie für die gebundene Keplerbewegung rptq und φptq.

Energie - und Drehimpulserhaltung liefern nach quadratischer Ergänzung

m

2
9r `

L2

2mr2
´

Γ

r
“ E ă 0,

9r2 “
1

r2

„

2E

m
r2 `

2Γ

m
r ´

L2

m2



“
1

r2

´2E

m

«

2EL2 ` Γ2m

4E2m
´

ˆ

r `
Γ

2E

˙2
ff

Wir erkennen a “ ´ Γ
2E ą 0 als große Halbachse und für die anderen Parameter gilt:

1´ ε2 “ ´
2EL2

Γ2m
, a2ε2 “

Γ2

4E2

ˆ

1`
2EL2

Γ2m

˙

“
Γ2m` 2EL2

4E2m

Daraus folgt dann die einfachere Beziehung, die wir integrieren können:

9r2 “ ´
2E

mr2

“

a2ε2 ´ pr ´ aq2
‰

, ´ 1
2dr

ż

˘t “

c

m

´2E

ż

dr
r

a

a2ε2 ´ pr ´ aq2

“

c

m

´2E

"

a arcsin

ˆ

r ´ a

aε

˙

´
a

a2ε2 ´ pr ´ aq2
*

` const.

Dieser Zusammenhang kann nicht elementar umgekehrt werden. Deshalb substitu-
ieren wir lieber:

r “ ap1´ ε cos ξq , dr “ aε sin ξdξ

17



Theoretische Physik I: Zentralübung 10 Gebundene Keplerbewegung

und finden:

˘t “

c

m

´2E

ż

dξ
aε sin ξ

aε sin ξ
ap1´ ε cos ξq “

c

ma3

Γ
pξ ´ ε sin ξq

wobei tpξ “ 0q “ 0 gesetzt wurde. Also erhalten wir die Parametrisierung für den
Radius r als Funktion der Zeit t:

rpξq “ a p1´ ε cos ξq , tpξq “

c

ma3

Γ
pξ ´ ε sin ξq

mit tp0q “ 0

rp0q “ ap1´ εq “ rmin

Beachte: t wächst monoton mit ξ, da dt
dξ 9 1´ ε cos ξ ą 0 , da ε ă 1

Nun zum Winkel:

9φ “
L

mr2
“

dφ
dξ

ˆ

dt
dξ

˙´1

dφ
dξ
“
L

m
r´2 dt

dξ
dφ
dξ
“
La

a

ma
Γ p1´ ε cos ξq

ma2p1´ ε cos ξq2

φpξq “
2L

?
1´ ε2

?
maΓ

arctan

˜

c

1` ε

1´ ε
tan

ξ

2

¸

Der Nenner des Vorfaktors ist:

p1´ ε2qmaΓ “
´2EL2mΓ2

Γ2mp´2Eq
“ L2

φpξq “ 2 arctan

˜

c

1` ε

1´ ε
tan

ξ

2

¸

Dies ergibt nach Elimination von ξ die bekannte Form der Ellipse:

1´ ε cos ξ “ 1´ ε

ˆ

2 cos2 ξ

2
´ 1

˙

“ 1´ ε

˜

2

1` tan2 ξ
2

´ 1

¸

“ 1´ ε

˜

2

1` 1´ε
1`ε

1´cosφ
1`cosφ

´ 1

¸

“
1´ ε2

1` ε cosφ

rpφq “
ap1´ εq2

1` ε cosφ
mit ap1´ ε2q “ p “

L2

mΓ

18



Theoretische Physik I: Zentralübung 10 Gebundene Keplerbewegung

Für ungebundene Bewegungen mit E ą 0 pΓ ą 0q erhält man nach entsprechenden
Umformungen:

˘t “

c

m

2E

ż

dr
r

a

pr ` aq ´ a2ε2
, a “

Γ

2E
ą 0

In diesem Fall ist die Substitution r “ apε cosh ξ ´ 1q günstig, wobei ε ą 1 ist

˘ t “

c

ma3

Γ

ż

dξ
aε sinh ξ

aε sinh ξ
pε cosh ξ ´ 1q

tpξq “

c

ma3

Γ
pε sinh ξ ´ ξq , rpξq “ apε cosh ξ ´ 1q

φpξq “ 2 arctan

˜

c

1` ε

ε´ 1
tanh

ξ

2

¸

Bestimmen Sie für die Bewegung zu E “ 0 im attraktiven 1
r -Potential rptq und φptq.

Wie verhält sich die Geschwindigkeit |~v| für große Zeiten |t| Ñ 8?

Für E “ 0 ist die Bahnkurve eine Parabel, gegeben durch: rpφq “ p
1`cosφ

m

2
9r2 “

Γ

r
´

L2

2mr2
, 9r2 “

2mΓr ´ L2

m2r2

˘ t “

ż

dr
mr

?
2Γmr ´ L2

“
L2 ` Γmr

3Γ2m

a

2Γmr ´ L2

t “ 0 entspricht

rmin “
L2

2Γm
“
p

2

Beim Auflösen nach rptq ergibt sich:

p3Γ2mtq2 “ pL2 ` Γmrq2p2Γmr ´ L2q ,

was eine kubische Gleichung für r ist.

Einschub: Wie löst man eine kubische Gleichung?

x3 ` a2x
2 ` a1x` a0 “ 0

19
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• Beseitige den x2-Term durch eine Verschiebung: x “ y ´ a2
3

y3 ` py ` q “ 0 , p “ a1 ´
a2

2

3
, q “ a0 ´

a1a2

3
`

2

27
a3

2

• Ansatz: y “ u` v

u3 ` v3 ` 3u2v ` 3uv2 ` ppu` vq
loooooooooooooomoooooooooooooon

`q “ 0

u3 ` v3 ` p3uv ` pq
loooomoooon

verlange“0

pu` vq ` q “ 0 ñ v “ ´
p

3u

u3 ´
p3

27u3
` q “ 0 ¨ u3 , quadratische Gleichung für u3

`

u3
˘2
` qu3 ´

p3

27
“ 0 u3 “ ´

q

2
`

c

q2

4
`
p3

27

u3v3 “ puvq3 “
´

´
p

3

¯3
“ ´

p3

27
, u3v3 “

q2

4
´

ˆ

q2

4
`
p3

27

˙

“ ´
p3

27

und daher ist die zweite Lösung der quadratischen Gleichung

v3 “ ´
q

2
´

c

q2

4
`
p3

27

Die Lösungsformel von Cardano (1545) für kubische Gleichungen lautet

y “ ζ3
3

d

´
q

2
`

c

q2

4
`
p3

27
` ζ´1

3

3

d

´
q

2
´

c

q2

4
`
p3

27

mit ζ3 “ 1 , ´1`i
?

3
2 , ´1´i

?
3

2 den drei dritten Einheitswurzeln.

In unserem Fall lautet die positive reelle Lösung

rptq “
p

2

„

´1`
´

1` ζ `
a

2ζ ` ζ2
¯

1
3
`

´

1` ζ ´
a

2ζ ` ζ2
¯

1
3



mit den Abkürzungen ζ “ 18Γt2

mp3
und p “ L2

mΓ

Das Verhalten von rptq für große |t| ist

rptq “

ˆ

9Γt2

2m

˙

1
3

´
p

2
`O

´

t´
2
3

¯

vr “ 9r9|t|´
1
3 , vφ “ r 9φ “

L

mr
9|t|´

2
3

|~v|9|t|´
1
3 geht gegen Null für |t| Ñ 8
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Alternativ lässt sich die folgende Parametrisierung vornehmen:

rpξq “
p

2
p1` ξ2q

˘ t “

ż

dξ
pξmpp1` ξ2q

2Lξ

tpξq “
mp2

2L

ˆ

ξ `
ξ3

3

˙

, rpξq “
p

2
p1` ξ2q

dφ
dξ
“

L

mr2

dt
dξ
“

4Lmp2p1` ξ2q

mp2p1` ξ2q22L
“

2

1` ξ2

φpξq “ 2 arctan ξ , r “
p

2

ˆ

1` tan2 φ

2

˙

“
p

2 cos2 φ
2

“
p

1` cosφ

Dies ist wieder die Parabelgleichung.

Warum beschreibt eigentlich r “ p
1`cosφ eine Parabel?

Wir übersetzen die Polarkoordinaten in kartesische:

x “ r sinφ y “ ´r cosφ

(φ wird hier von der negativen y-Achse aus gemessen)

y “ ´
p cosφ

1` cosφ
?
“ αx2 ´

p

2

α “
pp1´ cosφq

2p1` cosφq

p1` cosφq2

p2 sin2 φ
“

1

2p

y “
x2

2p
´
p

2

Das beschreibt in der Tat eine Parabel (in Scheitelpunktdarstellung).

11 Repulsives Streupotential

Zeigen Sie: Für ein repulsives Streupotential endlicher Reichweite

Uprq “

#

Uinprq ą 0 für r ă R

0 für r ą R

ist der totale Streuquerschnitt energieunabhängig und gleich σtot “ πR2.

Streuwinkel θ als Funktion des Stoßparameters b:
b ě R ergibt θ “ 0, die Teilchen spüren bei diesen Abständen kein Potential mehr.
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12 Streuung im zentralsymme-
trischen Stufenpotential

b “ 0 ergibt θ “ π, die Teilchen werden bei jeder Energie E zurückgestoßen (Uprq
soll für r Ñ 0 unbeschränkt sein)

Der differentielle Wirkungsquerschnitt berechnet sich als

dσ
dΩ

“
bpθq

sin θ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dpbq
dϑ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ ´
bpθqb1pθq

sin θ

woraus sich der totale Wirkungsquerschnitt ergibt mit

σtot “ 2π

ż π

0
dθ sin θ

dσ
dΩ

“ 2π

ż π

0
dθ

“

´bpθqb1pθq
‰

“ 2π
´b2pθq

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

θ“π

θ“0

“ ´π
`

b2pπq ´ b2p0q
˘

“ πR2

12 Streuung im zentralsymmetrischen Stufenpotential

Teilchen der Masse m und Geschwingigkeit v werden in einem zentralsymmetrischen
Stufenpotential der Form

Uprq “ U0 ΘpR´ rq

gestreut.

Die Stufenfunktion Θpxq ist folgendermaßen definiert:

Θpxq “

#

1 für x ą 0

0 für x ă 0

Berechnen Sie den zugehörigen differentiellen Wirkungsquerschnitt unter Verwen-
dung der dimensionslosen Größe n “

a

1´ U0{E.

Wir betrachten zuerst das effektive Potential

Ueffprq “ E
b2

r2
` Uprq mit Uprq “ U0ΘpR´ rq

und erkennen:
b ą R: keine Streuung,
U0 ă 0 (attraktives Stufenpotential) b ă R: stets Streuung
U0 ą 0 (repulsives Stufenpotential) b ă R: Teilchen wird reflektiert bei r “ R, wenn
E ă Eb2

R2 ` U0, 1´ b2

R2 ă
U0
E “ 1´ n2, somit b ą nR,

b ă nR: Das Teilchen dringt in den Potentialbereich und es gibt Streuung.

Wir behandeln zuerst den repulsiven Fall U0 ą 0.
Beim Eintritt in den Bereich r ď R erfährt das Teilchen einen Kraftstoß in radialer
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12 Streuung im zentralsymme-
trischen Stufenpotential

Richtung ~er und ändert seine Geschwindigkeit zu ~v1 “ ~v ` ∆~u mit ∆~u in radialer
Richtung.
Die Energieerhaltung liefert:

m

2
v2 “ E “

m

2
v12 ` U0

n “
v1

v
“

a

v2 ´ 2U0{m

v
“

c

1´
U0

E

Mit dem Sinussatz im Dreieck erhält man:

v

v1
“

1

n
“

sin
`

π ´ α´ θ
2

˘

sinα
“

sin
`

α` θ
2

˘

sinα
,

b

nR
“

b

R
cos

θ

2
`

c

1´
b2

R2
sin

θ

2
,

b2
ˆ

1

n
´ cos

θ

2

˙2

“ pR2 ´ b2q sin2 θ

2
,

b2
„

1´ 2n cos
θ

2
` n2

ˆ

cos2 θ

2
` sin2 θ

2

˙

“ n2R2 sin2 θ

2
,

somit das Zwischenergebnis

b2 “ n2R2 sin2 θ

2

ˆ

1` n2 ´ 2n cos
θ

2

˙´1

b “ 0 ergibt θ “ 0, cos θ2 “ 1

bmax “ nR entspricht cos
θmax

2
“ n ă 1, denn

b2max “ n2R2 1´ n2

1` n2 ´ 2n2
“ n2R2

Der differentielle Wirkungsquerschnitt folgt als

dσ
dΩ

“
bpθq

sin θ

db
dθ
“

1

4 sin θ
2 cos θ2

db2pθq
dθ

“
n2R2

4 sin θ
2 cos θ2

sin θ
2 cos θ2

`

1` n2 ´ 2n cos θ2
˘

´ sin2 θ
2n sin θ

2
`

1` n2 ´ 2n cos θ2
˘2

“
n2R2

4 cos θ2

p1` n2q cos θ2 ´ n´ n cos2 θ
2

`

1` n´ 2 cos θ2
˘2

dσ
dΩ

“
n2R2

4 cos θ2

`

n cos θ2 ´ 1
˘ `

n´ cos θ2
˘

`

1` n2 ´ 2n cos θ2
˘2
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12 Streuung im zentralsymme-
trischen Stufenpotential

Im attraktiven Fall U0 ă 0 geht der Kraftstoß in die entgegengesetzte Richtung (zum
Zentrum hin)

sinα “
b

R
,

n “
a

1´ U0{E ą 1,

v

v1
“

1

n
“

sin
`

α´ θ
2

˘

sinα
,

b

n
“ b cos

θ

2
´
a

R2 ´ b2 sin
θ

2
, Bedingung cos

θ

2
ą

1

n
,

b2
ˆ

1

n2
´

2

n
cos

θ

2
` cos2 θ

2
` sin2 θ

2

˙

“ R2 sin2 θ

2
.

Dies ist der gleiche Zusammenhang wie bei U0 ą 0

b2 “ n2R2 sin2 θ

2

ˆ

1` n2 ´ 2n cos
θ

2

˙´1

und damit gilt derselbe Ausdruck für dσ
dΩ .

Der Streuwinkel liegt im Bereich 0 ă θ ă 2 arccos 1
n .

Der zugehörige totale Streuquerschnitt wird nun berechnet

σtot “ 2π

ż θmax

0
dθ sin θ

dσ
dΩ

subst. z “ cos
θ

2
, dz “ ´

1

2
sin

θ

2
dθ

attraktiver Fall n ą 1

σtot “ 2πn2R2

ż 1

1{n
dz
pnz ´ 1qpn´ zq

p1` n2 ´ 2nzq2
“
π

2
R2 1` n4 ´ 2nz

`

1` n2
˘

` 2n2z2

1` n2 ´ 2nz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“1

z“1{n

“
π

2
R2

`

n2 ` 1´ pn2 ´ 1q
˘

“ πR2

repulsiver Fall n ă 1

σ
p1q
tot “ 2πR2n2

ż 1

n
dz
p1´ nzqpz ´ nq

1` n2 ´ 2nz
“
π

2
R2

`

n2 ` 1´
`

1´ n2
˘˘

“ πR2n2

Nur Teilchen mit b ă nR dringen in den Bereich r ă R ein und werden vom Poten-
tial in den Winkelbereich 0 ă θ ă 2 arccosn gestreut.
Zusätzlich werden Teilchen mit nR ă b ă R elastisch an der Kugel vom Radius R
reflektiert.

Es gilt die Beziehung

b “ R cos
θ

2
mit 0 ă θ ă 2 arccosn ,

dσ
dΩ

“
R2

4
,
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13 Einfangquerschnitt für Teil-
chen in Zentrum eines Potential-
feldes

σtot “ σ
p1q
tot ` 2π

ż 1

n
dz zR2 “ πR2n2 ` πR2

`

1´ n2
˘

“ πR2.

13 Einfangquerschnitt für Teilchen in Zentrum eines Po-
tentialfeldes

Bestimmen Sie den Einfangquerschnitt dafür, dass ein Teilchen der Energie E “ m
2 v

2

in das Zentrum des Potentialfeldes Uprq “ ´ Γ
r2
pmitΓ ą 0q fällt.

Das effektive Potential lautet

Ueffprq “
Eb2

r2
´

Γ

r2
“

`

Eb2 ´ Γ
˘ 1

r2

Eb2 ´ Γ ą 0 , Teilchen wird gestreut

Eb2 ´ Γ ă 0 , Teilchen fällt ins Zentrum

b2max “
Γ

E

Der Einfangquerschnitt ist definiert als πb2max und ergibt sich zu

σein “
πΓ

E

L2 “ pmbvq2 “ 2mEb2

Es kommt also zu einem Einfang, falls b2 ă b2max„ das heißt L ă
?

2mΓ ist. Wenn
der Drehimpuls den Wert

?
2mΓ unterschreitet, stürzt das Teilchen in das Zentrum.

Bestimmen Sie den Einfangquerschnitt für singuläre attraktive Potentiale der Form

Uprq “ ´
Gn
rn

, n ą 2 , Gn ą 0

Ueffprq “
Eb2

r2
´
Gn
rn

- für E ă U0: Streuung

- für E ą U0: Einfang

wobei U0 das Maximum des effektiven Potentials ist.
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Bestimme die Höhe U0 des Maximums:

dUeff

dr
“ ´

2Eb2

r3
`
nGn
rn`1

“ 0 bei r “ r0

rn´2
0 “

nGn
2Eb2

, U0 “ Eb2
ˆ

2Eb2

nGn

˙

2
n´2

´Gn

ˆ

2Eb2

nGn

˙

n
n´2

U0 “

ˆ

2Eb2

nGn

˙

n
n´2

ˆ

Eb2nGn
2Eb2

´Gn

˙

U0 “

´n

2
´ 1

¯

Gn

ˆ

2Eb2

nGn

˙

n
n´2

ą 0

Teilchen mit E ą U0 werden eingefangen

En´2 ą

´n

2
´ 1

¯n´2
Gn´2
n

ˆ

2Eb2

nGn

˙n

b2n ă
nnGnn2n´2

2nE2pn´ 2qn´2Gn´2
n

“
nnG2

n

4E2pn´ 2qn´2

mit σein “ πb2max folgt

σein “ πnpn´ 2q
2´n
n

ˆ

Gn
2E

˙
2
n

14 Teilchen im harmonischen Oszillatorpotential

Ein Teilchen der Energie E “ m
2 v

2 werde am abgeschnittenen, harmonischen Oszil-
latorpotential

Uprq “
m

2
ω2pr ´R2qθpR´ rq

gestreut. Berechnen Sie den zugehörigen differentiellen Wirkungsquerschnitt.

Wegen ~L “ L~ez “ const. findet sie Bewegung in der xy-Ebene statt. Die wirkende
Kraft im Potentialgebiet r ă R ist

~F “ ´~∇U “ ´m
2
ω2~∇

`

x2 ` y2 ` z2
˘

“ ´mω2~r

Die Bewegungsgleichungen

:x “ ´ω2x , :y “ ´ω2y

26



Theoretische Physik I: Zentralübung
14 Teilchen im harmonischen
Oszillatorpotential

haben die allgemeine Lösung

xptq , yptq “ α cos pωtq ` β sin pωtq

Die Anfangsbedingungen für die Oszillatorbewegung im Bereich r ă R lauten

xp0q “ ´
a

R2 ´ b2 , yp0q “ b , 9xp0q “ v , 9yp0q “ 0.

Damit lautet die Lösung der Bewegungsgleichungen

xptq “ ´
a

R2 ´ b2 cos pωtq `
v

ω
sin pωtq,

yptq “ b cos pωtq.

Nach einer Zeit τ erreicht das Teilchen wieder den Rand der Kreisscheibe x2` y2 “

R2 und verlässt diese mit der Geschwindigkeit v “
a

9xpτq2 ` 9ypτq2 ,
pwegen E “ const.q Für den Streuwinkel gilt dabei

sin θ “
| 9ypτq|

v
“
bω

v
|sin pωτq|

Zur Bestimmung von τ aus xpτq2 ` ypτq2 “ R2 setzen wir

c “ cos pωτq und s “ sin pωτq , c2 “ 1´ s2

R2 “ b2c2 ` pR2 ´ b2qc2 `
v2

ω2
s2 ´ 2

v

ω

a

R2 ´ b2sc ,
ˆ

v2

ω2
´R2

˙

s2 “ 2
v

ω

a

R2 ´ b2sc , ps “ 0 trivialq

ˆ

v2

ω2
´R2

˙2

s2 “ 4
v2

ω2
pR2 ´ b2qp1´ s2q ,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

setze ein |s| “
v

bω
sin θ

b4 ´ b2R2
`

1` η sin2 θ
˘

`
R4

4
p1` ηq2 sin2 θ “ 0. mit η “

´ v

ωR

¯2

Es ergeben sich die zwei positiven Lösungen

b2˘ “
R2

2

„

1` η sin2 θ ˘ cos θ

b

1´ η2 sin2 θ



db2`
dθ

“ ´
R2 sin θ

2
a

1´ η2 sin2 θ

„

b

1´ η2 sin2 θ ´ η cos θ

2

ă 0

db2´
dθ

“
R2 sin θ

2
a

1´ η2 sin2 θ

„

b

1´ η2 sin2 θ ` η cos θ

2

ą 0
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b2` “ R2 bei θ “ 0 und b2` nimmt mit wachsendem θ ab.
b2´ “ R2 bei θ “ π und b2´ ist kleiner R2 für 0 ă θ ă π.

Teilchen mit Stoßparameter b` und b´ werden um den gleichen Winkel θ gestreut.

dσ
dΩ

“
1

2 sin θ

ˆˇ

ˇ

ˇ

ˇ

db2`
dθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

db2´
dθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

“
1

2 sin θ

d
dθ

`

b2´ ´ b
2
`

˘

“ ´
R2

2 sin θ

d
dθ

”

cos θ
a

1´ η2 sin θ
ı

Das Ergebnis für den differenziellen Wirkungsquerschnitt lautet also

dσ
dΩ

“
R2p1` η2 cos 2θq

2
a

1´ η2 sin2 θ
mit η “

2E

mω2R2
, 0 ă θ ă

π

2

Für η ą 1 ist der Streuwinkel eingeschränkt: 0 ă θ ă arcsin 1
η , E ą m

2 pωRq
2

bedeutet hohe Energie. Bei η ą 1 gibt es zwei Formen des Graphen für dσ
dω : eine mit

Minimum, eine ohne. Die Position des Minimums wird bestimmt durch

cos 2θ “ 2´
3

η2
ă 1 ñ η ă

?
3

Für die Berechnung des totalen Wirkungsquerschnitts substituieren wir z “ cos θ.
Für η ă 1 ergibt sich

σtot “ 2π

ż π
2

0
dθ sin θ

dσ
dΩ

“ πR2

ż 1

0
dz

1` η2p2z2 ´ 1q
a

1´ η2p1´ z2q

“ πR2z
a

1` η2pz2 ´ 1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0

“ πR2

Für η ą 1 entsprechend

σtot “ πR2

ż 1

?
1´η´2

dz
1` η2p2z2 ´ 1q
a

1´ η2p1´ z2q

“ πR2z
a

1` η2pz2 ´ 1q 1?
1´η´2

“ πR2p1´ . . .
?

1´ 1q “ πR2

Ergänzung Im Bereich r ă R bewegt sich das Teilchen auf einer Ellipse

y2

b2
`
ω2

v2

´

x`
a

R2 ´ b2
y

b

¯2
“ 1 “ px, yqM

ˆ

x
y

˙

mitM einer reell-symmetrischen 2ˆ 2 Matrix. Es gilt die Beziehung

pEigenwerte vonM)´
1
2 “ Halbachsen der Ellipse
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Die große/kleine Halbachse sind gegeben durch:

a˘ “
1

2ω

´

a

v2 ` 2bvω `R2ω2 ˘
a

v2 ´ 2bvω `R2ω2
¯

a˘ nehmen mit v zu

a`
ˇ

ˇ

v“0
“ R , a`

ˇ

ˇ

vÑ8
“
v

ω
a´

ˇ

ˇ

v“0
“ 0 , a´

ˇ

ˇ

vÑ8
“ b ă R

a` ą R , a´ ă b

Der Streuwinkel ist θ “ |π´ 2φ0| mit dem Drehwinkel φ0 “
π
2 ` γ. Aus θ “ 2γ folgt

sin θ “ 2 sin γ cos γ “
2 tan γ

1` tan2 γ

tan γ “ x´Komponente
y´Komponente des Eigenvektors ~e` zum großen Eigenwert vonM

tan γ “
ω2p2b2 ´R2q ´ v2 `

a

pv2 `R2ω2q2 ´ p2bvωq2

2bω
?
R2 ´ b2

liefert den einfacheren Ausdruck

sin θ “
2bω2

?
R2 ´ b2

a

pv2 `R2ω2q2 ´ p2bvωq2
mit η “

´ v

Rω

¯2

d sin θ

db
“ 0 ñ

b2

R2
“

1

2

ˆ

1`
1

η

˙

oder
1

2
p1` ηq was kleiner 1 sein muss.

Für η ą 1 liefert die erste Lösung sin θmax “
1

η
und

Für η ă 1 erhält man von der zweiten Lösung sin θmax “ 1

Man sieht, dass zwei Stoßparameter b˘ zum selben Streuwinkel führen.

b˘ “
R2

2

„

1` η sin2 θ ˘ cos θ

b

1´ η2 sin2 θ



15 Streuung mit großem Stoßparameter

Bei Streuung mit großem Stoßparameter b wirkt das Potential Uprq nur schwach
und der Streuwinkel θ ist entsprechend klein.
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Zeigen Sie, dass der folgende Zusammenhang gilt

θ “ ´
b

E

ż 8

b
dr

U 1prq
?
r2 ´ b2

.

Die xz-Ebene sei die Streuebene und die Ablenkung soll in x-Richtung erfolgen.

sin θ “
vx
v
» θ, da θ klein ist

m
dvx
dt

“ Fx “ ´
x

r
U 1prq, x » b, dt »

dz
v

die Bahn ist nahezu geradlinig

vx “ ´
b

mv

ż `8

´8

dz
U 1prq

r
, r2 “ b2 ` z2 , dz “

rdr
z
“

rdr
?
r2 ´ b2

Wenn z von ´8 nach 8 läuft, geht der Abstand r zweimal von b nach 8. Somit
ergibt sich

θ “
vx
v
“ ´

2b

mv2

ż 8

b
dr

U 1prq
?
r2 ´ b2

Das Ergebnis für die Kleinwinkelstreuung lautet somit:

θpbq “ ´
b

E

ż 8

b
dr

Uprq
?
r2 ´ b2

substituiere: s “
1

r2
, t “

1

b2

ñ entspricht einer Abeltransformation

Wie geht dσ/dΩ für kleine Winkel bei der Streuung im Potential Uprq “ K{rn mit
K ą 0 ?

θ “
Kbn

E

ż 8

b
dr

1

rn`1
?
r2 ´ b2
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substituiere: r “ b
cosψ , 0 ă ψ ă π

2 , dr “ sinψdψ
cos2 ψ

θ “
Kbn

Ebn`1

ż π{2

0
dψ sinψpcosψq´2`n`1 cosψ

sinψ

also θ “
KIn
Ebn

mit In “ n

ż π{2

0
dψpcosψqn “

#

rational wennn ungerade
π ¨ rational wennn gerade

b “

ˆ

KIn
Eθ

˙1{n

liefert für den differentiellen Wirkungsquerschnitt

dσ
dΩ

“
1

2θ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

db2

dθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,
dσ
dΩ

» θ´1´2{n´1E´2n

dσ
dΩ

“ const. ¨ E´2{nθ´2p1`1{nq σtot »

ż ...

0
dθ θ´1´2{n divergiert für noch so großes n.

n “ 1, Coulombpotential Rutherfordformel: θ´4E´2 ,
1

r2
Potential: E´1θ´3

16 Kombinierte Federn

Ein Massenpunkt m ist durch zwei sequentiell gekoppelte Federn der Federkonstan-
ten D1 und D2 mit einer festen Wand verbunden. Es gebe nur eine Bewegung in der
horizontalen Richtung.

Formulieren Sie die Lagrangefunktion des Systems und lösen Sie die Bewegungs-
gleichungen.

x1 ist die Auslenkung der Feder 1 und x2 die Auslenkung des Massenpunkts.

kinetische Energie: T “ m
2 9x2

2

potentielle Energie: U “ D1
2 x

2
1 `

D2
2 px2 ´ x1q

2

L “ T ´ U “
m

2
9x2
2 ´

D2

2
px2 ´ x1q

2 ´
D1

2
x2

1

Lagrangegleichungen

d
dt
BL

B 9x1
´
BL

Bx1
“ 0 , D1x1 `D2px1 ´ x2q “ 0

d
dt
BL

B 9x2
´
BL

Bx2
“ 0 , m:x2 `D2px2 ´ x1q “ 0
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x1 ist fest an x2 gekoppelt: x1 “
D2

D1`D1
x2.

eingesetzt in die Bewegungsgleichung für x2:

m:x2 `D2x2

ˆ

1´
D2

D1 `D2

˙

“ 0 , m:x2 `
D1D2

D1 `D2
x2 “ 0

Die effektive (reduzierte) Federkonstante ist

D “
D1D2

D1 `D2
ă D1,2

Wir erkennen (erhalten) einen eindimensionalen harmonischen Oszillator mit der
Frequenz

ω “

c

D

m
“

d

D1D2

mpD1 `D2q

mit der Schwingungslösung

x2ptq “ x2p0q cospωtq `
9x2p0q

ω
sinpωtq “

D1 `D2

D2
x1ptq

Bei Serienschaltung von n Federn

T “
m

2
9x2
n

U “
D1

2
x2

1 `
D2

2
px2 ´ x1q

2 `
D3

2
px3 ´ x2q

2 ` . . .`
Dn

2
pxn ´ xn´1q

2

Führe neue generalisierte Koordinaten ein:

y1 “ x1 , y2 “ x2 ´ x1 , . . . , yn “ xn ´ xn´1.

Dann ist

xn “ y1 ` y2 ` . . .` yn

Die Lagrangefunktion lautet nun

L “
m

2
p 9y1 ` . . .` 9ynq

2 ´

n
ÿ

j“1

Dj

2
y2
j

Bewegungsgleichungen

mp:y1 ` . . .` :ynq ` Djyj
loomoon

gleich für jedes j

“ 0 für j “ 1, . . . , n
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also folgt

yj “
z

Dj

und die Bewegungsgleichung für z lautet

m

ˆ

1

D1
` . . .`

1

Dn

˙

:z ` z “ 0

dies ist eine Oszillatorgleichung

m

D
:z ` z “ 0

Man erhält für die effektive Federkonstante bei Serienschaltung

1

D
“

n
ÿ

j“1

1

Dj

17 Jacobi-Identität bei Poissonklammern

Weisen Sie die Gültigkeit der Jacobi-Identität für die Poissonklammer bei einem
System mit f Freiheitsgraden nach.

tU, tV,W uu ` tV, tW,Uuu ` tW, tU, V uu “ 0

Betrachte die ersten beide Terme tU, tV,W uu ´ tV, tU,W u.

Die Poissonklammer tV,W u kann als Wirkung eines linearen Differentialoperators
DV auf W angesehen werden: tV,W u “ DVW .

DV “

f
ÿ

i“1

ˆ

BV

Bqi

B

Bpi
´
BV

Bpi

B

Bqi

˙

Man kann ihn noch allgemeiner schreiben

DV “

2f
ÿ

j“1

bj
B

Bxj
, wobei xj “ pj , xj`f “ qj für 1 ď j ď f

Term 1 + Term 2 = DUDVW ´DVDUW

“

2f
ÿ

j,k“1

„

ak
B

Bxk

ˆ

bj
BW

Bxj

˙

´ bj
B

Bxj

ˆ

ak
BW

Bxk

˙
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18 Rotation eines unsymmetri-
schen Kreisels um körperfeste
Achse

Dieser Ausdruck enthält keine zweiten Ableitungen von W , denn

2f
ÿ

j,k“1

akbj

ˆ

B2W

BxkBxj
´

B2W

BxjBxk

˙

“ 0.

Also treten nur erste Ableitungen von W nach Impulsen und Koordinaten auf

tU, tV,W uu ´ tV, tU,W uu “

f
ÿ

i“1

ˆ

Ci
BW

Bpi
`Di

BW

Bqi

˙

Zur Bestimmung von Cj , Dj setzen wir W “ pj oder qj

Cj “ tU, tV, pjuu ´ tV, tU, pjuu “

"

U,
BV

Bqj

*

`

"

BU

Bqj
, V

*

“
B

Bqj
tU, V u

Dj “ tU, tV, qjuu ´ tV, tU, qjuu “ ´

"

U,
BV

Bpj

*

´

"

BU

Bpj
, V

*

“ ´
B

Bqj
tU, V u

Somit gilt insgesamt

tU, tV,W uu ` tV, tW,Uuu “

f
ÿ

i“1

ˆ

BtU, V u

Bqi

BW

Bpi
´
BtU, V u

Bpi

BW

Bqi

˙

“ ttU, V u,W u “ ´tW, tU, V uu

und die Gültigkeit der Jacobi-Identität ist gezeigt.

18 Rotation eines unsymmetrischen Kreisels um körper-
feste Achse

Ein unsymmetrischer Kreisel mit Hauptträgheitsmomenten Θ1,Θ2,Θ3 rotiere um
die körperfeste ~e3-Achse mit dem Winkel φptq. Zusätzlich rotiere die ~e3-Achse mit
dem Winkel θptq um eine raumfeste ~ez-Achse, mit der sie den konstanten Winkel α
einschließt. Bestimmen Sie die kinetische Energie Trot des starren Körpers.

Trot “
1

2

“

Θ1ω
2
1ptq `Θ2ω

2
2ptq `Θ3ω

2
3ptq

‰

wobei die ωi die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit ~ωptq bezüglich der Haupt-
trägheitsachsen ~e1,2,3ptq sind. In unserem Fall gilt:

~ω “ 9φ~e3ptq ` 9θ ~ez
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wobei ~ez die folgende Zerlegung hat

~ez “ cosα~e3 ` sinα pcosφ~e1 ´ sinφ~e2q .

Damit ergeben sich für die körperfesten Komponenten

ω1 “ sinα cosφ 9θ , ω2 “ ´ sinα sinφ 9θ , ω3 “ 9φ` cosα 9θ

welche zum Ausdruck

Trot “
Θ1

2
sin2 α cos2 φptq 9θ2 `

Θ2

2
sin2 α sin2 φptq 9θ2 `

Θ3

2

´

9φ` 9θ cosα
¯2

für die kinetische Energie führen.

19 Trägheitsmoment eines gleichseitigen Dreiecks

Berechnen Sie für eine Platte von der Form eines gleichseitigen Dreiecks (Seitenlänge
a und Masse m) das Trägheitsmoment bezüglich des Schwerpunktes. Die Drehachse
steht senkrecht auf der Platte.

Die Fläche des gleichseitigen Dreiecks ist:

A “
a

2
h “

a

2

?
3

2
a “

?
3

4
a2

In Polarkoordinaten liegt ein Drittel der Fläche im Winkelbereich ´π
3 ă φ ă π

3 . Mit
dem Schwerpunkt im Ursprung des Koordinatensystems gilt für die vertikale Seite
x “ h

3 “
a
6

?
3 “ r cosφ. Die Fläche A berechnet man in Polarkoordinaten wie folgt:

x “
h

3
“
a

6

?
3 “ r cosφ,

A “ 3

ż π{3

´π{3
dφ

ż a
?

3{6 cosφ

0
dr r “ 3

ż π{3

´π{3
dφ

a2

24 cos2 φ

“
a2

8
tanφ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

π{3

´π{3

“
a2

8

´?
3`

?
3
¯

“
a2

4

?
3 .
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Das Trägheitsmoment berechnet man analog

Θ “
3m

A

ż π{3

π{3
dφ

ż a
?

3{6 cosφ

0
dr r3 “

4
?

3ma4

4a2 ¨ 144

ż π{3

π{3
dφ

1

cos4 φ

“

?
3

144
ma2

ż π{3

π{3
dφ

1

cos2 φ

`

1` tan2 φ
˘

“

?
3ma2

144

ˆ

tanφ`
tan3 φ

3

˙ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

π{3

´π{3

“

?
3

144
ma2p

?
3`

?
3q ¨ 2

Θ “
ma2

12

Berechnen Sie den Trägheitstensor Θij bezüglich des Schwerpunkts S eines homo-
genen starren Körpers der Masse m von der Gestalt eines regulären Tetraeders mit
der Kantenlänge a.

Zunächst wollen wir uns klarmachen, dass hier ein Kugelkreisel vorliegt mit

Θij “ δijΘT

Betrachte das Trägheitsellipsoid

Es sei Θij der Trägheistensor eines starren Körpers. Die Gleichung

3
ÿ

i,j“1

Θijxixj “ 1

beschreibt eine Ellipsoidfläche. Das Trägheitsmoment bei Rotation um die Achse
~n “ ~ω

|ω| ist

Θ~n “
2Trot
~ω2

“

3
ÿ

i,j“1

Θijninj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
?

Θ~n

?
Θ~n

Erkenntnis: Der Punkt ~x “ ~n?
Θ~n

liegt auf dem Trägheitsellipsoid und er hat von
dessen Ursprung den Abstand

|~x| “
b

x2
1 ` x

2
2 ` x

2
3 “

|~n|
?

Θ~n
“

1
?

Θ~n

Aus Symmetriegründen muss das Trägheitsellipsoid mit derselben Rotationssymme-
trie wie beim regulären Tetraeder eine Kugel sein. ñ Kugelkreisel Θij “ δijΘT .
Wir berechnen zuerst die Raumhöhe h und das Volumen V des regulären Tetraeders:
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a2 “ h2 `

ˆ

a
?

3

3

˙2

, h “

?
6

3
a

V “ A
h

3
“ a3

?
6 ¨
?

3

3 ¨ 34
“

?
2

12
a3

Eine Cavalerizerlegung des Tetraeders in reguläre Dreiecksscheiben liefert dasselbe
Ergebnis

V “

ż h

0
dz
?

3

4

´za

h

¯2
subst.: z “ hz1

“

?
3

4

?
6a

3
a2

ż 1

0
dz1 z12

loooomoooon

“1{3

“

?
2

12
a3

Wir brauchen das Flächenträgheitsmoment des gleichseitigen Dreiecks

ΘScheibe

ρScheibe
“
ma2a2

?
3

12 ¨ 4m
“

?
3

48
a4

Nun liefert die Aufintegration der Beiträge von Dreiecksscheiben

ΘT “
m

V

ż h

0
dz
?

3

48

´za

h

¯4
subst.: z “ hz1

“
12ma

?
6
?

3a4

?
2a3 ¨ 3 ¨ 48

ż 1

0
dz1 z14

loooomoooon

“1{5

ΘT “
ma2

20

Zum Vergleich: Bei einem Würfel gilt ΘW “ ma2

6 und bei einem regulären Oktaeder
ΘO “

ma2

10 .

20 Homogene Vollkugel mit zylindrischem Loch

Berechnen Sie den Trägheitstensor bezüglich des Schwerpunkts für eine homoge-
ne Vollkugel vom Radius R, aus dem ein zylinderisches Loch vom Radius r ă R
konzentrisch durch den Kugelmittelpunkt herausgebohrt wurde. Die Masse dieses
homogenen starren Körpers ist m.
In Zylinderkoordinaten x “ ρ cosφ , y “ ρ sinφ hat man die Bereiche

0 ă φ ă 2π , r ă ρ ă
a

R2 ´ z2 , ´
a

R2 ´ r2 ă z ă
a

R2 ´ r2
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21 Kleine Schwingungen eines
starren Körpers an masseloser
Stange

Das Volumen berechnet sich damit zu

V “

ż

?
R2´r2

´
?
R2´r2

dz
ż

?
R2´r2

r
dρ ρ

ż 2π

0
dφ “ 2π

ż

?
R2´r2

´
?
R2´r2

dz
1

2
pR2 ´ z2 ´ r2q

“ 2π

„

pR2 ´ r2q
a

R2 ´ r2 ´
1

3
pR2 ´ r2q

3
2



, V “
4π

3
pR2 ´ r2q

3
2

Die Trägheitsmomente bezüglich des Ursprungs lauten

Θzz “
3m

4πpR2 ´ r2q
3
2

¨ 2

ż

?
R2´r2

0
dz

“

pR2 ´ z2q2 ´ r4
‰

“
3m

4
pR2 ´ r2q´

3
2

„

pR4 ´ r4q
a

R2 ´ r2 ´
2

3
R2pR2 ´ r2q

3
2 `

1

5
pR2 ´ r2q

5
2



“
3m

4

„

R2 ` r2 ´
2

3
R2 `

1

5
pR2 ´ r2q



Θzz “
m

5

`

2R2 ` 3r2
˘

Θxx “ Θyy “
3m

4πpR2 ´ r2q
3
2

¨ 2

ż

?
R2´r2

0
dz

ż

?
R2´r2

r
dρ ρ

ż 2π

0
dφ

`

z2 ` ρ2 sin2 φ
˘

“
3m

2
pR2 ´ r2q´

3
2

ż

?
R2´r2

0
dz

"

2z2 1

2
pR2 ´ z2 ´ r2q `

1

4

“

pR2 ´ z2q2 ´ r2
‰

*

“
3m

8

„

R2 ` r2 `
2

3
pR2 ´ 2r2q ´

3

5
pR2 ´ r2q



wobei der Ausdruck in den geschwiften Klammern 1
4

“

R4 ´ r4 ` 2z2pR2 ´ 2r2q ´ 3z4
‰

ist.

Θxx “ Θyy “
m

10

`

4R2 ` r2
˘

Θxy “ Θxz “ Θyz “ 0 , wegen
ż 2π

0
dφ pcosφ sinφ, cosφ, sinφq “ p0, 0, 0q

Dieser starre Körper stellt einen symmetrischen Kreisel mit den Hauptträggheits-
momenten Θ1 “ Θ2 “

m
10p4R

2 ` r2q und Θ3 “
m
5 p2R

2 ` 3r2q dar, wobei Θ1,2 ă Θ3.

21 Kleine Schwingungen eines starren Körpers an mas-
seloser Stange

Ein starrer Körper (Masse M und Trägheitsmoment Θ bezüglich des Schwerpunkts
S für Rotationen um die y-Achse) ist am Punkt A mit einer masselosen Stange der
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22 Kleine Schwingungen eines
starren Körpers an masseloser
Stange

Länge l verbunden. Der Abstand zwischen A und S sei s.
Das andere Ende der Stange ist im Ursprung befestigt und das System ist dem ho-
mogenen Schwerefeld ~g “ g~ez ausgesetzt.

Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen für kleine Schwingungen in der xz-Ebene.

Position der Schwerpunkts

xS “ l sinφ1 ` s sinφ2 , zS “ l cosφ1 ` s cosφ2

potentielle Energie

Upot “ ´MgzS “ ´Mgpl cosφ1 ` s cosφ2q

in quadratischer Näherung

cosφ “ 1´
φ2

2
` . . .

Upot “ const.`
1

2
pφ1, φ2q

ˆ

Mgl 0
0 Mgs

˙ˆ

φ1

φ2

˙

Die 2ˆ2 Matrix nennen wir Vij . Kinetische Energie:

Tkin “
M

2

`

9x2
S ` 9z2

S
˘

`
Θ

2
9φ2
2 “

M

2

´

l2 9φ2
1 ` s

2 9φ2
2 ` 2ls 9φ1

9φ2 cospφ1 ´ φ2q

¯

`
Θ

2
9φ2
2

für kleine Auslenkungen

Tkin “
1

2

´

9φ1 , 9φ2

¯

ˆ

Ml2 Mls
Mls Ms2 `Θ

˙ˆ

9φ1

9φ2

˙

Und die 2ˆ2 Matrix nennen wir Tij . Bestimmung der Eigenfrequenzen:

detpV ´ ω2T q “

∣∣∣∣Mgl ´Ml2ω2 ´Mlsω2

´Mlsω2 Mgs´ pMs2 `Θqω2

∣∣∣∣
“MltΘlω4 ´ rMspl ` sq `Θs gω2 `Msg2u “ 0

Die Lösungen der quadratischen Gleichung lauten

ω2
˘ “

g

2lΘ

”

Mspl ` sq `Θ˘
a

rMspl ` sq `Θs2 ´ 4MlsΘ
ı

,

und beide sind offensichtlich positiv.
Spezialfall: s “ 0. Der Körper ist am Schwerpunkt S mit der Stange verbunden

ω2
˘ “

g

2lΘ
pΘ˘Θq , ω` “

c

g

l
, ω´ “ 0

ω` “

c

g

l
ist die übliche Frequenz eines Pendels

ω´ “ 0 entspricht der freien Rotation des starren Körpers um dessen Schwerpunkt.
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22 Freie Rotation eines unsym-
metrischen Kreisels

22 Freie Rotation eines unsymmetrischen Kreisels

Man bestimme die freie Rotation eines unsymmetrischen Kreisel mit Hauptträg-
heitsmomenten Θ1 ă Θ2 ă Θ3 für den Fall L2 “ 2EΘ2

Allgemein gilt nur die Ungleichung 2EΘ1 ă L2 ă 2EΘ3

Erhaltungsgrößen: kinetische Energie und Drehimpulsquadrat

2Trot “ 2E “ Θ1ω
2
1 `Θ2ω

2
2 `Θ3ω

2
3

L2 “ Θ2
1ω

2
1 `Θ2

2ω
2
2 `Θ2

3ω
2
3

Bilde die Kombinationen

L2 ´ 2EΘ2 “ 0 “ Θ1pΘ1 ´Θ2qω
2
1 `Θ3pΘ3 ´Θ2qω

2
3

0 ă 2EΘ3 ´ L
2 “ 2EpΘ3 ´Θ2q “ Θ1pΘ3 ´Θ1qω

2
1 `Θ2pΘ3 ´Θ2qω

2
2

Man erhält die Relationen

ω1 “ ˘

„

pΘ3 ´Θ2qp2E ´Θ2ω
2
2q

Θ1pΘ3 ´Θ1q



1
2

ω3 “ ˘ω1

d

Θ1pΘ2 ´Θ1q

Θ3pΘ3 ´Θ2q
direkt proportional

Die 2. Eulergleichung besagt

dω2

dt
“ pΘ3 ´Θ1q

ω1ω3

Θ2
“ ˘

d

pΘ2 ´Θ1qpΘ3 ´Θ2q

Θ1Θ3

2E ´Θ2ω
2
2

Θ2

Wir können sie in die einfachere Form

dx
dτ
“ 1´ x2

bringen durch Umskalierungen:

τ “ ˘t

d

pΘ2 ´Θ1qpΘ3 ´Θ2q

Θ1Θ3

L

Θ2
, x “ ω2

Θ2

L
pL2 “ 2EΘ2q

wobei x und τ dimensionslos sind.
Nun können wir elementar die Differentialgleichung 1. Ordnung integrieren

dx
1´ x2

“ dτ ,
1

2
ln

1` x

1´ x
“ τ , x “ tanh τ
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22 Freie Rotation eines unsym-
metrischen Kreisels

Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit im körperfesten System KS lauten

ω2ptq “
L

Θ2
tanh pγtq , γ “ ˘

L

Θ2

d

pΘ2 ´Θ1qpΘ3 ´Θ2q

Θ1Θ3

ω1ptq “ ˘

d

Θ2pΘ3 ´Θ2q

Θ1pΘ3 ´Θ1q

d

2E

Θ2
´
L2

Θ2
2

tanh2 pγtq

wobei 2E{Θ2 “ pL{Θ2q
2

und mit der Identität 1´ tanh2 pγtq “ cosh2 pγtq´sinh2 pγtq

cosh2 pγtq
“ 1

cosh2pγtq
erhält man

ω1ptq “ ˘

d

Θ2pΘ3 ´Θ2q

Θ1pΘ3 ´Θ1q

L

Θ2 coshpγtq
, ω3ptq “ ˘

d

Θ2pΘ2 ´Θ1q

Θ3pΘ3 ´Θ1q

L

Θ2 coshpγtq

Zur Beschreibung der (absoluten) Bewegung des unsymmetrischen Kreisels im Iner-
tialsystem IS benötigen wir die zeitabhängigen Eulerwinkel θptq, φptq, ψptq.
Wir wählen ~L “ L~ez und führen die zyklische Permutation 123 Ñ 312 der Haupt-
achsen ~e1, ~e2, ~e3 durch.

Die körperfesten Komponenten von ~L sind:

L2 “ ~L ¨ ~ez “ L~ez ¨ ~e2 “ L cos θ “ Θ2ω2

L3 “ ~L ¨ ~e3 “ L~ez ¨ ~e3 “ L sin θ sinψ “ Θ3ω3

L1 “ ~L ¨ ~e1 “ L~ez ¨ ~e1 “ L sin θ cosψ “ Θ1ω1

Die erste Gleichung liefert sofort

cos θptq “
Θ2

L
ω2ptq “ tanh pγtq

und aus Teilen der zweiten durch die dritte Gleichung folgt

tanψptq “
Θ3ω3ptq

Θ1ω1ptq
“ ˘

d

Θ3pΘ2 ´Θ1q

Θ1pΘ3 ´Θ2q
“ const.

Es fehlt der Eulerwinkel φptq. Zu seiner Berechnung benutzen wir die bekannten
Beziehungen nach der Permutation 123 Ñ 312

ω3 “ 9φ sin θ sinψ ` 9θ cosψ

ω1 “ 9φ cos θ sinψ ´ 9θ sinψ
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Scharnier

Man erhält durch Elimination von 9θ den Ausdruck

9φ “
ω1 cosψ ` ω3 sinψ

sin θ

L2 sin θ

L2 sin θ
“ L

Θ1ω
2
1 `Θ3ω

2
3

Θ2
1ω

2
1 `Θ2

2ω
2
3

“ L

Θ2pΘ3´Θ2q

Θ3´Θ1
`

Θ2pΘ2´Θ1q

Θ3´Θ1

Θ1Θ2pΘ3´Θ2q

Θ3´Θ1
`

Θ3Θ2pΘ2´Θ1q

Θ3´Θ1

“ L
Θ3 ´Θ2 `Θ2 ´Θ1

Θ1Θ3 ´Θ1Θ2 `Θ2Θ3 ´Θ1Θ3
“

L

Θ2

somit

φptq “
L

Θ2
t` const. gleichförmige Drehung um ~ez

Aus unseren Formeln folgt, dass sich der Vektor ~ωptq der momentanen Winkelge-
schwindigkeit asymptotisch (für tÑ `8) der ~e2-Achse annähert.

lim
tÑ`8

~ωptq “
L

Θ2
lim
tÑ8

~e2ptq

Dieses ~e2ptq strebt asymptotisch der raumfesten ~ez-Achse zu pcos θptq “ tanh pγtq Ñ 1 , θ Ñ 0q.
Des weiteren sind ψ und 9φ während der speziellen Drehbewegung mit 2EΘ2 “ L2

konstant.

23 Zwei Stangen an masselosem Scharnier

Zwei gleiche, dünne, homogene Stangen der Länge a und Masse m sind durch ein
masseloses Scharnier verbunden. Das eine Ende ist am Ursprung fixiert und das an-
dere gleitet entlang der x´Achse. Bestimmen Sie die kinetische Energie des Systems
für Knick- und Rotationsbewegungen.

Wir betrachten zunächst Stange 1.
Ein Massenelement mdβ mit β P r0, 1s befindet sich am Ort

~r1 “ aβ pcosφ, sinφ cosψ, sinφ sinψq

Hierbei ist φ der Winkel zwischen der Stange und der x´Achse und ψ der Drehwinkel
um die x´Achse.

T1 “
m

2

ż 1

0
dβ 9~r 2

1 “
m

2
a2

ż 1

0
dβ β2

´

9φ2 ` 9ψ2 sin2 φ
¯

“
m

6
a2

´

9φ2 ` 9ψ2 sin2 φ
¯
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24 Kleine Schwingung ei-
nes starren Körpers um feste
horizontale Achse

Analog gilt für Stange 2

~r2 “ a pp2´ βq cosφ, β sinφ cosψ, β sinφ sinψq

T2 “
m

2

ż 1

0
dβ 9~r 2

2 “
m

2
a2

ż 1

0
dβ

”

p2´ βq2 9φ2 sin2 φ` β2
´

9φ cos2 φ` 9ψ2 sin2 φ
¯ı

“
m

2
a2

„

7

3
9φ2 sin2 φ`

1

3

´

9φ2 cos2 φ` 9ψ2 sin2 φ
¯



Tkin “ T1 ` T2 “
m

3
a2

”

9φ2 ` p3 9φ2 ` 9ψ2q sin2 φ
ı

Das Trägheitsmoment für Drehungen der Anordnung um die x´Achse lautet

Θ1 “ 2m

ż 1

0
dβ pa β sinφq2 “

2

3
ma2 sin2 φ

und Θ1

2
9ψ2 ist genau der letzte Term in Tkin.

24 Kleine Schwingung eines starren Körpers um feste
horizontale Achse

Man bestimme die Frequenz ω kleiner Schwingungen, mit der ein starrer Körper im
Schwerefeld um eine feste horizontale Achse schwingt. Der Aufhängepunkt hat den
Abstand s vom Schwerpunkt.

Upot “ ´Mgs cosφ

Die Schwerpunktsgeschwindigkeit lautet

~vs “ s 9φpcosφ, 0,´ sinφq

Ttrans “
M

2
~v2
s “

M

2
s2 9φ2

Die Winkelgeschwindigkeit ist ~ω “ 9φ~ey. Die Hauptträgheitsachsen ~e1, ~e2, ~e3 des
starren Körpers rotieren mit dem Winkel φptq um ~ey.

~ejptq “ Rypφptqq~e
p0q
j für j “ 1, 2, 3 , Rypφq “

¨

˝

cosφ 0 sinφ
0 1 0

´ sinφ 0 cosφ

˛

‚
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mogenen Halbzylinders

Die Komponenten von ~ω bezüglich der zeitabhängigen Hauptträgheitsachsen sind
gegeben durch

ωj “ ~ωptq ¨ ~ejptq “ 9φ~ey ¨
´

Rypφq~e
p0q
j

¯

“ 9φ
`

Rtypφq~ey
˘

¨ ~e
p0q
j

“ 9φ~ey ¨ ~e
p0q
j “ 9φnj mitn2

1 ` n
2
2 ` n

2
3 “ 1

nj sind hierbei konstante Richtungskosinusse, festgelegt durch die Orientierung des
starren Körpers bei φ “ 0. Hierbei wurde die folgende Identität zwischen Vektoren
~v, ~w und der Matrix A angewandt:

~w ¨ pA~vq “
3
ÿ

i,j“1

wi pAijvjq “
3
ÿ

i,j“1

`

Atjiwi
˘

vj “
`

At ~w
˘

¨ ~v

Die kinetische Energie der Rotation um den Schwerpunkt ist somit

Trot “
9φ2

2

`

Θ1n
2
1 `Θ2n

2
2 `Θ3n

2
3

˘

L “
9φ2

2

`

Ms2 `Θ1n
2
1 `Θ2n

2
2 `Θ3n

2
3

˘

`Mgs cosφ

Gemäß dem Steinerschen Satz ist Θeff “ Ms2 ` Θ1n
2
1 ` Θ2n

2
2 ` Θ3n

2
3 das effektive

Trägheitsmoment. Mit der quadratischen Näherung cosφ “ 1´ φ2

2 ` . . . ergibt sich
die Frequenz kleiner Schwingungen

ω2 “
Mgs

Θeff
, ω “

c

Mgs

Θeff
, Θeff “Ms2 `Θ1n

2
1 `Θ2n

2
2 `Θ3n

2
3

25 Schaukelbewegung eines homogenen Halbzylinders

Ein homogener Halbzylinder (Masse m und Radius r) liegt mit seiner runden Seite
auf der xy´Ebene parallel zur y´Achse ausgerichtet. Er schaukelt im Schwerefeld
´g~ez hin und her. Wie lautet die Bewegungsgleichung und was ist die Frequenz
kleiner Schwingungen?

Zuerst bestimmen wir die Lage des Schwerpunkts.

pxS , ySq “
2

πR2

ż π

0
dφ

ż R

0
dr r2pr cosφ, r sinφq “

2R

3π
psinφ, cosφqπ0 “

ˆ

0,
4R

3π

˙

Der Abstand des Schwerpunkt vom Mittelpunkt beträgt s “ 4R
3π “ 0,424413R. Das

Trägheitsmoment des Halbzylinders bei Rotation um den Mittelpunkt ist

Θ1 “
m

π
2R

2h
h

ż π

0
dφ

ż R

0
dr r r2 “

m

2
R2
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Mit dem Steinerschen Satz ergibt sich das Trägheitsmoment bezüglich des Schwer-
punkts zu

Θ1 “ ΘS `ms
2 , ΘS “ mR2

ˆ

1

2
´

16

9π2

˙

Die momentane Position des Schwerpunkts während der Schaukelbewegung ist

XS “ Rφ´ s sinφ , ZS “ R´ s cosφ

Tkin “
m

2

´

9X2
s `

9Z2
s

¯

`
Θ2

2
9φ2 “

m

2
R2 9φ2

«

ˆ

1´
4

3π
cosφ

˙2

`

ˆ

4

3π
sinφ

˙2

`
1

2
´

16

9π2

ff

“
m

2
R2 9φ2

ˆ

3

2
´

8

3π
cosφ

˙

Die Lagrangefunktion lautet also

L “ Tkin ´ Upot “ m 9φ2

ˆ

3

4
´

4

3π
cosφ

˙

`mgR
4

3π
cosφ

und die resultierende Bewegungsgleichung ist

d
dt
BL
B 9φ
´
BL
Bφ
“ 0

d
dt

„

9φ

ˆ

3

2
´

8

3π
cosφ

˙

´
4

3π
9φ2 sinφ`

4g

3πR
sinφ “ 0

:φ

ˆ

3

2
´

8

3π
cosφ

˙

`
4

3π
9φ2 sinφ`

4g

3πR
sinφ “ 0

Linearisiere die Bewegungsgleichung mit sinφ « φ , cosφ « 1

:φ

ˆ

3

2
´

8

3π

˙

`
4g

3πR
φ “ 0

ω2 “
4g

3πR
`

3
2 ´

8
3π

˘ “
8g

Rp9π ´ 16q
, ω “

d

8g

Rp9π ´ 16q
“ 0,80732

c

g

R

26 Schlafender Kreisel

Betrachte einen schweren, symmetrischen Kreisel dessen Figurenachse vertikal steht,
das heißt θ “ 0. Man untersuche die Stabilität des „schlafenden Kreisels“ (d.h. der
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Rotation um die inertiale Hochachse).

Mit den Anfangsbedingungen θp0q “ 0 “ 9θp0q lauten die Erhaltungsgrößen

L3 “ Θ3p 9φ cosφ` 9ψq “ Θ3p 9φ0 ` 9ψ0q

Lz “ Θ1
9φ sin2 θ ` L3 cos θ “ L3

E “
Θ1

2

´

9θ2 ` 9φ2 sin2 θ
¯

`
L2

3

2Θ3
`Mgs cos θ “

L2
3

2Θ3
`Mgs

Die Bewegungsgleichung für u “ cos θ lautet

9u2 “ P3puq

Generell gilt P3puq “
2

Θ1

ˆ

E ´
L2

3

2Θ3

˙

p1´ u2q ´
1

Θ2
1

pLz ´ L3uq
2
`

2

Θ1
Mgsupu2 ´ 1q

und hier speziell P3puq “
2

Θ1
Mgsp1´ u2q ´

L2
3

Θ2
1

p1´ uq2 ´
2

Θ1
Mgsup1´ u2q

“ p1´ uq2
„

2

Θ1
Mgsp1` uq ´

L2
3

Θ2
1



Man sieht, dass P3puq eine doppelte Nullstelle bei u “ 1 hat und die zweite Ableitung
dort den Wert

P 23 p1q “ 2

„

4

Θ1
Mgs´

L2
3

Θ2
1



ą 0 instabil
ă 0 stabil

Für P 23 p1q ą 0 liegt die dritte Nullstelle bei u3 ă 1, und P3puq ist positiv im Bereich
u3 ă u ă 1. Für P 23 p1q ă 0 liegt die dritte Nullstelle bei u3 ą 1 und P3puq ist
negativ im physikalischen Bereich ´1 ă u ă 1. Der Rotationszustand mit θ “ 0 “ 9θ
ist daher stabil, wenn

L2
3

Θ2
1

ą
4

Θ1
Mgs , L2

3 ą 4MgsΘ1

oder ausgedrückt durch die Winkelgeschwindigkeit

ω3 “
L3

Θ3
ą

2

Θ3

a

MgsΘ1 “ ωkrit

ω3 muss größer als ωkrit sein, damit die aufrechte Rotation stabil ist. Für Θ1 "

Θ3 ist ωkrit sehr groß (z.B. bei einem langen Stift). Wenn Reibung ω3 unter ωkrit
gebracht hat, „wacht“ der „schlafende“ Kreisel auf und fängt bei kleinsten Störungen
an zu taumeln und zu schwanken. Die torkelnde Bewegung wird mit der Zeit immer
heftiger.
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27 Fallbahn einer Kugel auf einem Stab mit Schale

Ein Stab der Länge l ruht zum Zeitpunkt t “ 0 unter dem Winkel φ0 gegen die
x´Achse. Auf dem Stab befindet sich eine kleine Schale und direkt dahinter liegt
eine kleine Kugel. Nun wird der Stab gelöst und fällt zu Boden. Ist es möglich, dass
die Kugel in die Schale fällt?

Mit dem Trägheitsmoment bezüglich des Ursprungs

Θ “
m

l

ż l

0
dxx2 “

m

3
l2

lautet Lagrangefunktion des Stabs

L “ m

6
l2 9φ2 ´mg

l

2
sinφ

wobei l
2 sinφ die Höhe des Schwerpunkts ist.

Bewegungsgleichung:
m

3
l2 :φ “ ´mg

l

2
cosφ , :φ “ ´

3g

2l
cosφ

Energieerhaltung:
m

6
l2 9φ2 `mg

l

2
sinφ “ mg

l

2
sinφ0

Das Stabende y “ l sinφ erfährt die Vertikalbeschleunigung

:y “ l
d
dt

´

9φ cosφ
¯

“ l
´

:φ cosφ´ 9φ2 sinφ
¯

Wir eliminieren :φ und 9φ2

:y “ g

„

´
3

2
cos2 φ´ 3 sinφ psinφ0 ´ sinφq



“ ´gN

Der Verstärkungsfaktor N im Vergleich zur Beschleunigung ´g der kleinen Kugel
ist

N “
3

2

`

1´ sin2 φ
˘

` 3 sinφ psinφ0 ´ sinφq

Mit der Substitution ξ “ sinφ , ξ0 “ sinφ0 ergibt sich ein quadratischer Ausdruck

Npξq “
3

2
` 3ξξ0 ´

9

2
ξ2 “

1

2

”

3` ξ2
0 ´ p3ξ ´ ξ0q

2
ı

Man findet die Werte

Np0q “
3

2
, N

ˆ

ξ0

3

˙

“
1

2
p3` ξ2

0q , N

ˆ

2ξ0

3

˙

“
3

2
, Npξ0q “

3

2
p1´ ξ2

0q

Verlange
3

2
p1´ ξ2

0q ą 1 , ξ2
0 ă

1

3
, sinφ0 ă

1
?

3
, φ0 ă 35,26˝
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Dann ist |:y| während der ganzen Fallbewegung des Stabs größer als g. Die Kugel wird
in der Schale auf dem horizontal liegenden Stab landen. Es sind hier Zwangskräfte am
Werk, die die Beschleunigung des sich drehenden Stabs im Schwerefeld verstärken.

28 Anhang: Hyperbolische Funktionen

sinhx “
ex ´ e´x

2
coshx “

ex ` e´x

2
tanhx “

ex ´ e´x

ex ` e´x

psinhxq1 “ coshx pcoshxq1 “ sinhx

sin pixq “ i sinhx cos pixq “ coshx

sin ξ “
1

2i

`

ex ´ e´x
˘

“ i
ex ´ e´x

2
“ i sinhx

ptanhxq1 “
cosh2 x´ sinh2 x

cosh2 x
“

1

cosh2 x
cosh2 x´ sinh2 x “ 1

Umkehrfunktionen

i)

x “ sinh y “
1

2
pey ´ e´yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¨ 2ey

peyq2 ´ 2xey ´ 1 “ 0 pey ´ xq2 “ 1` x2

ey “ x`
a

1` x2 Hier kann kein - stehen, da sonst ey ă 0 wäre.

y “ ln
´

x`
a

x2 ` 1
¯

“ arsinhx

ii)

x “ cosh y ą 1

ñ ey “ x`
a

x2 ´ 1 (analog zu oben)

ñ y “ ln
´

x`
a

x2 ´ 1
¯

“ arcoshx

iii)

x “ tanh y “ 1´
2

e2y ` 1

ñ . . .

ñ y “
1

2
ln

ˆ

1` x

1´ x

˙

“ artanhx
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Ableitungen der hyperbolischen Umkehrfunktionen

i)

d
dx

arsinhx “
d
dx

ln
´

x`
a

x2 ` 1
¯

“
1` 2x

2
?
x2`1

x`
?
x2 ` 1

“

?
x2 ` 1` x

?
x2 ` 1

`?
x2 ` 1` x

˘

“
1

?
x2 ` 1

ii)

d
dx

arcoshx “
d
dx

ln
´

x`
a

x2 ´ 1
¯

“ . . . “
1

?
x2 ´ 1

iii)

d
dx

artanhx “
d
dx

1

2
ln

ˆ

1` x

1´ x

˙

“
d
dx

ˆ

1

2
pln p1` xq ´ ln p1´ xqq

˙

“
1

2
¨

1

1` x
`

1

2
¨

1

1´ x
“

1

1´ x2
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