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Aufgabe 1:
Noetherladungen mit Tansformationen der Zeit 5 Punkte

In der Vorlesung wurden infinitesimale Transformationen der generalisierten Koordinaten ¢;(t) —
¢.(t) = qi(t) + €5Q;[qi(t)] besprochen. Ist die Wirkung unter diesen invariant, so daf
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dann gibt es eine erhaltene Noetherladung
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Betrachten wir nun Transformationen sowohl der verallgemeinerten Koordinaten als auch der
Zeitvariablen

¢i(t) = q;(t'") = qi(t) + edQlqi(t)],
t 5t =t +edT(t),

fiir welche die Wirkung ebenso invariant bleiben soll.

1. Zeigen Sie, daf (bis auf hohere Korrekturen in €)
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und daf dies, entsprechend den Gleichungen (1) and (2), zur Erhaltung folgender Ladung fiihrt:
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|Hinweis. Benutzen Sie die Identitét
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und die Euler-Lagrange-Gleichungen. |




2. Die Lagrangedichte eines Teilchens in einem wie 1/r? fallenden Zentralpotential ist
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Zeigen Sie die Invarianz der Wirkung unter den Transformationen

r[t] = r'[t'] = (1 + e)r[t],
t—t' = (14 €)%,

und berechnen Sie die zugehorige Noetherladung als Funktion von Energie, der Radialkoordiante
und deren Seitableitung.

Hinweis: Unter der Anderung der Zeitkoordinate #indert sich auch das Integrationsmaf entspre-
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Aufgabe 2:
Satz von Steiner 5 Punkte

Der Ursprung eines korperfesten Systems K befinde sich im Schwerpunkt eines starren Korpers
der Masse M. Der Triagheitstensor im System K sei J,,,. Betrachten Sie nun ein weiteres System
K' welches gegeniiber K um einen Vektor a parallelverschoben sei, und J),, sei dann der Trig-
heitstensor in K’ . Zeigen Sie den Steinerschen Satz, d.h. daf der Zusammenhang zwischen diesen
Tensoren gegeben ist durch

S = S + Mllal*6,, — a,a]

Beantworten Sie die folgenden Fragen, wenn angebracht unter Verwendung des Satzes von Steiner:

1. Bestimmen Sie zunéchst den Tragheitstensor einer homogenen Kugel von Radius R und
Masse M in ihrem Schwerpunktsystem.

2. Betrachte ein System aus zwei homogenen Kugeln jeweis der Masse M /2 und vom Radius
R, welche in ihrem Beriihrpunkt aneinandergeschweifit sind. Bestimmen Sie den Trigheits-
tensor beziiglich dieses Punktes.

3. Bestimmen Sie den Tragheitstensor eines Kegels der Hohe h und einer Grundfliche mit
Radius R in dessen Schwerpunktsystem. (Dazu muf der Schwerpunkt bestimmt werden.)
Hinweis 1: Der Tragheitstensor im System mit Ursprung an der Spitze des Kegels und einer
Achse entlang der Symmetrieachse ist diagonal. Berechnen Sie I;, © = 1,2, 3 in einem solchen
System und benutzen Sie den Steinerschen Satz fiir die Verschiebung in den Schwerpunkt.
Hinweis 2: Zylinderkoordinaten vereinfachen die Integrale.

4. Wir betrachten einen homogenen Quader der Masse M und Kantenldngen a; = as, as. In
dem in der Abbildung skizzierten korperfesten System K ist der Tragheitstensor diagonal.
Berechnen Sie diesen und erhalten Sie dann seine Form in K’, wobei die z in Richtung der
Hauptdiagonale des Quaders wie in der Skizze zeigen soll.

Hinweis: Benutzen Sie, dall a; = as. Dadurch hat der Trégheitstensor eine Symmetrie,



welche ermoglicht, ihn aus seiner Form in K nach K’ durch eine Rotation beziiglich einer
einzigen Achse zu iiberfiihren. Die Rotationsmatrix hat dabei die Form

cos¢p 0 —sing

Abbildung 1: Die korperfesten Systeme K und K'.



