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Exercise 1:
Leitende Hemisphären auf konstantem Potential 5 Points

Zwei konzentrische Sphären mit Radien a, b (b > a) sind durch die gleiche Ebene in
jeweils zwei Halbsphären geteilt. Die obere Hemishpäre der inneren Sphäre und die untere
Hemisphäre der äußeren Sphäre werden auf dem gleiche Potential V gehalten. Auf den bei-
den anderen Hemisphären ist das Potential gleich null. Bestimmen Sie das Potential in der
Region a ≤ r ≤ b als eine Reihe in Legendrepolynomen. Berücksichtigen Sie die Term bis ein-
schließlich der Ordnug l = 3. Überprüfen Sie die Resultate anhand der bekannten Grenzfälle
b→∞ sowie a→ 0.

Hinweis: Es treten die Integrale
∫ 1
0 Pl(x) dx auf. Dazu können Sie zunächst die erzeugende

Funktion

1√
1− 2xt+ t2

=
∞∑
l=0

Pl(x) tl

von x = 0 bis 1 integrieren. Die der Koeffizient von tl in der Entwicklung in Potenzen von t
führt dann zum gesuchten Integral.

Alternativ dazu können Sie die Identität

(2`+ 1)P`(x) =
d

dx
(P`+1(x)− P`−1(x)) for ` ≥ 1 (1)

sowie die Tatsache, daß
P`(1) = 1 ∀` ∈ N , (2)

benutzen.

Exercise 2:
Green’sche Funktion: Geklebt oder summiert 5 Points

Betrachten Sie den Differentialoperator−∆ = ∂2x auf dem eindimensionalen Intervall [0, L].

(a) Finden Sie die Green’sche Funktion G(x, y) für verschwindende Randbedingungen, d.h.
diese soll erfüllen:

−∆xG(x, y) = δ(x− y) with G(0, y) = G(x, 0) = G(L, y) = G(x, L) = 0 (3)

Halten Sie dazu zunächst y fest und finden Sie eine Lösung für x < y und eine weitere
für x > y, welche jeweils die Randbedingungen erfüllen, und “kleben” Sie diese dann
zusammen.
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(b) Finden Sie die Eigenfunktionen des Opertors −∆, welche die o.g. Randbedingungen
erfüllen. Drücken Sie die Green’sche Funktion als eine Spektralsumme aus und veri-
fizieren Sie, daß diese den Gleichungen für die Green’sche Funktion genügt. Werten Sie
die Summe für y = L/2 aus und verifizieren Sie, daß diese mit dem in (a) erhaltenen
Resultat (ebenso bei y = L/2 auszuwerten) übereinstimmt.


