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Zentralübung Theoretische Physik II
1 grad, div und rot in krummlinigen

orthogonalen Koordinaten

1 grad, div und rot in krummlinigen orthogonalen Koordinaten

u1, u2, u3 seien krummlinige Koordinaten des R3

~r “ ~rpu1, u2, u3q “

¨

˝

xpu1, u2, u3q

ypu1, u2, u3q

zpu1, u2, u3q

˛

‚

Betrachte das infinitesimale Bogenelement

ds2 “ d~r ¨ d~r “
ˆ

B~r

Bu1
du1 `

B~r

Bu2
du2 `

B~r

Bu3
du3

˙2

,

das eine quadratische Form in du1, du2, du3 ergibt. Die Definition der Tangentialvektoren lautet

~ti “
B~r

Bui
mit i “ 1, 2, 3

Orthogonale Koordinaten liegen vor, wenn

~t1 ¨ ~t2 “ 0 “ ~t2 ¨ ~t3 “ ~t1 ¨ ~t3, ~ti ¨ ~tj “ 0 für i ‰ j

Die Längen der Tangentialvektoren sind

ti “
ˇ

ˇ~ti
ˇ

ˇ “

d

B~r

Bui
¨
B~r

Bui
pi “ 1, 2, 3q

Damit gilt für das infinitesimale Bogenelement

ds2 “ t21 du
2
1 ` t

2
2 du

2
2 ` t

2
3 du

2
3

mit den zusätzlichen Maßfaktoren t2i . Die normierten Basisvektoren lauten somit

~eipu1, u2, u3q “
~ti
ti

Diese Einheitsvektoren ergeben (nach eventueller Umnummerierung von u1, u2, u3) ein rechts-
händiges Dreibein. Alle Vektorfelder ~V werden bzgl. dieser normierten Basisvektoren entwickelt.

~V p~rq “ ~e1V1pu1, u2, u3q ` ~e2V2pu1, u2, u3q ` ~e3V3pu1, u2, u3q Vi “ ~V ¨ ~ei
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Zentralübung Theoretische Physik II
1 grad, div und rot in krummlinigen

orthogonalen Koordinaten

Der Gradient

Betrachte das totale Differential des Skalarfeldes

dF “ d~r ¨ gradF “
3
ÿ

i“1

BF

Bui
dui “

3
ÿ

i“1

~ti ¨ gradF dui .

Per Vergleich ergibt sich

~ti ¨ gradF “
BF

Bui
, gradF “

3
ÿ

i“1

pgradF qi ~ei

pgradF qi “ pgradF q ¨ ~ei “
1

ti

`

gradF ¨ ~ti
˘

“
1

ti

BF

Bui

Die Divergenz

ist über den Gauß’schen Satz definiert als

div ~V “ lim
VolÑ0

1

Vol

£

BVol

d~F ¨ ~V

Der infinitesimale Quader hat 6 Flächenelemente, diejenigen in Richtung ¯~e1 sind

d~F “ ´~e1 t2 t3 du2 du3

d~F “ ~e1 t2pu1 ` du1, u2, u3qt3pu1 ` du1, u2, u3q du2 du3

Das Volumenelement ist dV “ t1t2t3 du1 du2 du3. Damit ergibt sich für die Divergenz

div ~V “
1

t1t2t3 du1 du2 du3
¨

trV1pu1 ` du1, . . . qt2pu1 ` du1, . . . qt3pu1 ` du1, . . . q ´ V1pu1qt2pu1qt3pu1qs du2 du3

` rV2pu2 ` du2, . . . qt1pu2 ` du2, . . . qt3pu2 ` du2, . . . q ´ V2pu2qt1pu2qt3pu2qs du1 du3

` rV3pu3 ` du3, . . . qt1pu3 ` du3, . . . qt2pu3 ` du3 . . . q ´ V3pu3qt1pu3qt2pu3qs du1 du2u

Ergebnis: div in orthogonalen krummlinigen Koordinaten

div ~V “
1

t1t2t3

"

B

Bu1
pV1t2t3q `

B

Bu2
pV2t1t3q `

B

Bu3
pV3t1t2q

*

Der Laplaceoperator angewandt auf ein Skalarfeld F pu1, u2, u3q lautet folglich

∆F “
1

t1t2t3

"

B

Bu1

ˆ

t2t3
t1

BF

Bu1

˙

`
B

Bu2

ˆ

t1t3
t2

BF

Bu2

˙

`
B

Bu3

ˆ

t1t2
t3

BF

Bu3

˙*

wobei auch erste Ableitungen von F auftreten. Diese Formel gilt nicht für Vektorfelder, denn
∆~ei ‰ 0.
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Zentralübung Theoretische Physik II
1 grad, div und rot in krummlinigen

orthogonalen Koordinaten

Die Rotation

Der Stokes’sche Satz besagt für ein infinitesimales Rechteck

d~F ¨ rot ~V “

¿

d~r ¨ ~V

Es sei

d~F “ ~e3 t1 t2 du1 du2

d~F ¨ rot ~V “ t1t2 du1 du2prot ~V q3

“ rV1pu2 . . . qt1pu2 . . . q ´ V1pu2 ` du2 . . . qt1pu2 ` du2 . . . qs du1

` r´V2pu1 . . . qt2pu1 . . . q ` V2pu1 ` du1 . . . qt2pu2 ` du2 . . . qs du2

prot ~V q3 “
1

t1 t2

„

B

Bu1
pV2t2q ´

B

Bu2
pV1t1q



wobei die vier Beiträge von den Rechtecksseiten kommen. Weitere Komponenten von rot ~V erhält
man durch zyklische Vertauschung von p123q [d.h. p231q oder p312q]. Die Rotation kann kompakt
als "Determinante"geschrieben werden:

rot ~V “

∣∣∣∣∣∣
~e1
t2t3

~e2
t1t3

~e3
t1t2

B
Bu1

B
Bu2

B
Bu3

V1 t1 V2 t2 V3 t3

∣∣∣∣∣∣
Zur Kontrolle

prot gradF q1 “
1

t2t3

„

B

Bu2

ˆ

t3
1

t3

BF

Bu3

˙

´
B

Bu3

ˆ

t2
1

t2

BF

Bu2

˙

“ 0

div rot ~V “
1

t1t2t3

"

B

Bu1

„

B

Bu2
pV3t3q ´

B

Bu3
pV2t2

*

`
B

Bu2

„

B

Bu3
pV1 t1q ´

B

Bu1
pV3 t3q



`
B

Bu3

„

B

Bu1
pV2t2q ´

B

Bu2
pV1t1q



“ 0

Im Fall der Zylinderkoordinaten ergibt sich

~tρ “
B~r

Bρ
“

¨

˝

cosϕ
sinϕ

0

˛

‚“ ~eρ , tρ “ 1 , ~tϕ “
B~r

Bϕ
“

¨

˝

´ρ sinϕ
ρ cosϕ

0

˛

‚“ ρ~eϕ ,

tϕ “ ρ , ~tz “ ~ez , tz “ 1

Das Vektorfeld ~V “ Vρ~eρ ` Vϕ~eϕ ` Vz~ez hat die Divergenz

div ~V “
1

ρ

„

B

Bρ
pVρρq `

B

Bϕ
Vϕ `

B

Bz
pVzρq



“
BVρ
Bρ

`
Vρ
ρ
`

1

ρ

BVϕ
Bϕ

`
BVz
Bz
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Zentralübung Theoretische Physik II 2 Helmholtz’sches Theorem

Im Fall der Kugelkoordinaten hat man die Maßfaktoren

tr “ 1, tϑ “ r, tϕ “ r sinϑ

div ~V “
1

r2 sinϑ

„

B

Br
pr2 sinϑVrq `

B

Bϑ
pr sinϑVϑq `

B

Bϕ
prVϕq



“
1

r2

B

Br
pr2Vrq `

1

r sinϑ

„

B

Bϑ
psinϑVϑq `

BVϕ
Bϕ



Der Laplaceoperator in Kugelkoordinaten lautet somit

∆F “
1

r2

B

Br

ˆ

r2 BF

Br

˙

`
1

r2 sin2 ϑ

„

sinϑ
B

Bϑ

ˆ

sinϑ
BF

Bϑ

˙

`
B2F

Bϕ2



∆ “
B2

Br2
`

2

r

B

Br
`

1

r2
∆S2pϑ, ϕq

wobei der Winkelanteil den Laplaceoperator auf der Einheitskugel S2 bezeichnet. Es gilt die
Darstellung als „Drehimpulsquadrat“

∆S2 “ p~r ˆ ~∇q2

Rotation in Kugelkoordinaten

rot ~V “ ~er
1

r sinϑ

„

B

Bϑ
psinϑVϕq ´

BVϑ
Bϕ



` ~eϑ
1

r

„

1

sinϑ

BVr
Bϕ

´
B

Br
pr Vϕq



` ~eϕ
1

r

„

B

Br
pr Vϑq ´

BVr
Bϑ



Berechne in Kugelkoordinaten

p~r ˆ ~∇q ¨ p~r ˆ ~∇qΨ “ ~r ¨ rot r~r ˆ grad Ψs

“ ~r ¨ rot

„

~eϕ
BΨ

Bϑ
´ ~eϑ

1

sinϑ

BΨ

Bϕ



d.h.

Vϕ “
BΨ

Bϑ
, Vϑ “ ´

1

sinϑ

BΨ

Bϕ

p~r ˆ ~∇q2Ψ “ r
”

rot p~r ˆ ~∇Ψq
ı

r
“

1

sinϑ

„

B

Bϑ

ˆ

sinϑ
BΨ

Bϑ

˙

`
1

sinϑ

B2Ψ

Bϕ2



“ ∆S2pϑ, ϕqΨ

2 Helmholtz’sches Theorem

Ein (hinreichend schnell für |~r| Ñ 8 abfallendes) Vektorfeld ~W p~rq kann aus seiner Quelldichte
ρp~rq “ div ~W p~rq und seiner Wirbeldichte ~gp~rq “ rotW p~rq folgendermaßen eindeutig berechnet
werden:
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Zentralübung Theoretische Physik II 2 Helmholtz’sches Theorem

~W p~rq “ ´ grad~r

„
ż

d3r1
ρp~r 1q

4π|~r ´ ~r 1|



` rot~r

„
ż

d3r
~gp~r 1q

4π|~r ´ ~r 1|



“ ~W1p~rq ` ~W2p~rq ,

~W1p~rq “ ´ gradϕp~rq , ~W2p~rq “ rot ~Ap~rq

Ausgangspunkt für die Ableitung ist die Formel:

δ3p~r ´ ~r 1q “ ´
1

4π
∆r

1

|~r ´ ~r 1|

und die „triviale“ Darstellung

~W p~rq “

ż

d3~r 1 ~W p~r 1qδ3p~r ´ ~r 1q “ ´∆~r

ż

d3r
~W p~r 1q

4π |~r ´ ~r 1|

Mit ´∆ “ ´ grad div` rot rot erhält man:

ϕp~rq “ div~r

ż

d3r1
~W p~r 1q

4π |~r ´ ~r 1|
“

ż

d3r1

4π
~W p~r 1q ¨ grad~r

1

|~r ´ ~r 1|

Mit ~∇~r |~r ´ ~r
1|
´1
“ ´~∇~r 1 |~r ´ ~r

1|
´1 und der Formel

div p~ufq “ pdiv ~uqf ` ~u ¨ grad f

wird hieraus

ϕp~rq “

ż

d3r1

4π

#

divr1 ~W p~r 1q

|~r ´ ~r 1|
´ div~r 1

˜

~W p~r 1q

|~r ´ ~r 1|

¸+

Mit dem Gaußschen Satz ergibt der zweite Term ein Oberflächenintegral, welches verschwindet,
wenn r12

ˇ

ˇ

ˇ

~W p~r 1q
ˇ

ˇ

ˇ

1
r 1 Ñ

r1Ñ8
0, d.h. ~W p~rq « r1´1´ε. Ebenso erhalten wir

~Ap~rq “ rot~r

ż

d3r1

4π

~W p~rq

|~r ´ ~r 1|
“

ż

d3r1

4π
~W p~rq ˆ grad~r 1

1

|~r ´ ~r 1|

und mit der Formel

rotpf~uq “ pgrad fq ˆ ~u` f rot ~u

bezüglich ~r 1 folgt hieraus

~Ap~rq “

ż

d3r1

4π

«

rot~r1 ~W p~r 1q

|~r ´ ~r 1|
´ rot~r 1

˜

~W p~r 1q

|~r ´ ~r 1|

¸ff
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3 Aufgabe 1: Potential, Feld, Energie einer

radialsymmetrischen Ladungsverteilung

Der zweite Term kann in ein (verschwindendes) Oberflächenintegral überführt werden.

div p~uˆ ~eq “ ~e ¨ rot ~u für jeden konstanten Vektor ~e
ż

dV rot ~u “

£

BV

d~F ˆ ~u

Variante des Helmholtz’schen Satzes

Im Volumen V seien die Quelldichte ρ “ div ~W und die Wirbeldichte ~g “ rot ~W gegeben.
Zudem seien die Werte des Vektorfeldes ~W auf der Randfläche F “ BV vorgegeben. Dann ist
das Vektorfeld ~W p~rq für ~r P V eindeutig bestimmt.

~W p~rq “ ´ gradϕp~rq ` rot ~Ap~rq ~r P V

mit

ϕp~rq “

ż

V

dV
ρp~r 1q

4π |~r ´ ~r 1|
´

¿

F

d~F 1 ¨
~W p~r 1q

4π |~r ´ ~r 1|

und

~Ap~r 1q “

ż

V

dV 1
~gp~r 1q

4π
´

¿

F

d~F 1 ˆ
~W p~r 1q

4π |~r ´ ~r 1|

3 Aufgabe 1: Potential, Feld, Energie einer radialsymmetrischen
Ladungsverteilung

Die Gesamtladung Q sei radialsymmetrisch und exponentiell abfallend „ e´r{a im Raum verteilt.
Berechnen Sie das elektrostatische Potential ϕp~rq, das elektrische Feld Eprq~er und die im Feld
gespeicherte Energie W .

Q “ 4πρ0

8
ż

0

dr r2e´r{a “ 4πρ0a
3

8
ż

0

dξ ξ2e´ξ

looooomooooon

“2!

nach der Substitution r “ ξa.

ρ0 “
Q

8πε0a3
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Zentralübung Theoretische Physik II
3 Aufgabe 1: Potential, Feld, Energie einer

radialsymmetrischen Ladungsverteilung

Mit dem Gaußschen Satz ergibt sich

4πr2Eprq “
4π

ε0

r
ż

0

dr1 r12ρ0e´r
1{a

Eprq “
Q

8πε0a3r2

”

´apr1 2 ` 2ar1 ` 2a2qe´r
1{a
ır1“r

r1“0

Somit lautet die elektrische Feldstärke

Eprq “
Q

4πε0r

„

1´

ˆ

1`
r

a
`

r2

2a2

˙

e´r{a


Das zugehörige Potential Eprq “ ´ϕ1prq ergibt sich zu

ϕprq “

8
ż

r

dr1Epr1q “
Q

4πε0

”

1´
´

1`
r

2a

¯

e´r{a
ı

Alternativ kann man die Poissongleichung lösen prϕ1 ` ϕq1 “ rϕ2 ` 2ϕ1

∆ϕ “ ϕ2prq `
2

r
ϕ1prq “

1

r

d2

dr2
prϕprqq “ ´

ρ0

ε0
e´r{a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¨ r

d
dr
prϕprqq “

ρ0a

ε0
pr ` aqe´r{a , rϕprq “ ´

ρ0a
2

ε0

”

p2a` rqe´r{a ´ 2a
ı

Damit ϕp0q endlich ist, muss die Konstante 2a subtrahiert werden. Man erhält:

ϕprq “
Q

4πε0r

”

1´
´

1`
r

2a

¯

e´r{a
ı

Die im ~E´Feld gespeicherte Arbeit berechnet sich aus der Energiedichte wp~rq “ ε0
2
~E2

W “ 2πε0

8
ż

0

dr r2Eprq2 “
Q2

8πε0

8
ż

0

dr
1

r

„

1´

ˆ

1`
r

a
`

r2

2a2

˙

e´r{a
2

(subst.: r “ ax)

“
Q2

8πε0a

8
ż

0

dx
1

x2

„

1´

ˆ

1` x`
x2

2

˙

e´x
2

“
Q2

8πε0a

"

´
1

x
`

ˆ

1`
2

x

˙

e´x `

ˆ

x2 ` 5x`
21

2
`

8

x

˙

e´2x

8

*8

0

Die Auswertung bei x “ 8 und x “ 0 ergibt

0´ lim
xÑ0

1

x

“

´1` 2e´x ´ e´2x
‰

´ 1`
21

16
“

5

16
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4 Aufgabe 2: Homogen geladener, dünner

Stab

Die L’Hospital Regel bestimmt den Grenzwert als ´2`2
1 “ 0.

W “
5Q2

128πε0a
“

αQ2

4πε0a
mit α “

5

32
“ 0,15625 αVollkugel “

3

5
“ 0,6

Nebenrechnung:

8
ż

0

dξ ξ2e´ξ “ ´ξ2e´ξ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8

0

`

8
ż

0

dξ2ξe´ξ “ ´2ξe´ξ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8

0

`

8
ż

0

dξ2e´ξ “ 2!

allgemein:
8
ż

0

dξ ξne´ξ “ n!

4 Aufgabe 2: Homogen geladener, dünner Stab

Die Ladungsdichte eines dünnen, homogen geladenen Stabs (Ladung q und Länge 2a) ist

ρp~rq “
q

2a
δpxqδpyqϑpa´ |z|q

Wegen der axialen Symmetrie hängt ϕp~rq nur von ρ “
a

x2 ` y2 und z ab:

ϕpρ, zq “
q

8πε0a

a
ż

´a

dz1
“

x2 ` y2 ` pz ´ z1q2
‰´ 1

2

“
q

8πε0a

”

´ ln
´

a

ρ2 ` pz ´ z1q2 ` z ´ z1
¯ız1“a

z1“´a

ϕpρ, zq “
q

8πε0
ln

a

ρ2 ` pz ` aq2 ` z ` a
a

ρ2 ` pz ´ aq2 ` z ´ a
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4 Aufgabe 2: Homogen geladener, dünner

Stab

Auf den Äquipotentialflächen gilt:
a

ρ2 ` pz ` aq2 ` z ` a “ c
´

a

ρ2 ` pz ´ aq2 ` z ´ a
¯

,
´

a

ρ2 ` pz ` aq2 ´ c
a

ρ2 ` pz ´ aq2
¯2
´ rz ´ pc´ 1q ´ apc` 1qs2 “ 0 ,

a

ρ2 ` pz ` aq2
a

ρ2 ` pz ` aq2 “ z2 ´ a2 `
ρ2

2c
p1` c2q ,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2 1

ρ2

a2

ˆ

c` 2`
1

c

˙

“
ρ2

4

ˆ

c2 ´ 2`
1

c2

˙

` z2

ˆ

c´ 2`
1

c

˙

,

„

a

ˆ

?
c`

1
?
c

˙2

“

„

ρ

2

ˆ

c´
1

c

˙2

`

„

z

ˆ

?
c´

1
?
c

˙2

,

c´ 1
c

?
c` 1

c

“
?
c´

1

c
,

?
c´ 1?

c
?
c` 1?

c

“
c´ 1

c` 1

ˆ

c´ 1

2a
?
c
ρ

˙2

`

ˆ

c´ 1

apc` 1q
z

˙2

“ 1

Diese Gleichung beschreibt Rotationsellipsoide mit der Halbachse bρ “ 2a
?
c{|c´1| in ρ-Richtung

und der Halbachse bz “ apc` 1q{|c´ 1| in z-Richtung

bρ ă bz , denn 2
?
c ă c` 1 , 4c ă c2 ` 2c` 1

ñ 0 ă c2 ´ 2c` 1 “ pc´ 1q2

Wegen b2z ´ b2ρ “ a2 handelt es sich um konfokale Ellipsen.
Für Feldlinien gilt d~r ‖ ~Ep~rq. Das elektrische Feld hat die Komponenten:

Eϕ “ 0

Eρ “ ´
Bϕ

Bρ
“

q

8πε0a

»

–

ρ?
ρ2`pz´aq2

a

ρ2 ` pz ´ aq2 ` z ´ a
´ paÑ ´aq

fi

fl

“
q

8πε0aρ

»

–

ρ2 ` pz ´ aq2 ´ pz ´ aq2
a

ρ2 ` pz ´ aq2
´

a

ρ2 ` pz ´ aq2 ` z ´ a
¯ ´ paÑ aq

fi

fl

“
q

8πε0aρ

«

a

ρ2 ` pz ´ aq2 ´ z ` a
a

ρ2 ` pz ´ aq2
´ paÑ ´aq

ff

Eρ “
q

8πε0aρ

«

z ` a
a

ρ2 ` pz ` aq2
´

z ´ a
a

ρ2 ` pz ´ aq2

ff
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4 Aufgabe 2: Homogen geladener, dünner

Stab

Ez “ ´
Bϕ

Bz
“

q

8πε0a

»

–

z´a?
ρ2`pz´aq2

` 1
a

ρ2 ` pz ´ aq2 ` z ´ a
´ paÑ ´aq

fi

fl

Ez “
q

8πε0a

«

1
a

ρ2 ` pz ´ aq2
´

1
a

ρ2 ` pz ` aq2

ff

Längs der Feldlinien gilt pdρ, dzq ‖ pEρ, Ezq oder Ezdρ´ Eρdz “ 0

Wir werden diese DGL durch Multiplikation mit einem integrierenden Faktor gpρq lösen:

dF pρ, zq “ gpρqEzdρ´ gpρqEρdz “ 0, ñ F pρ, zq “ const.

Integrabilitätsbedingung

B

Bz
rgpρqEzs `

B

Bρ
rgpρqEρs “ 0 ,

gpρq
BEz
Bz

` g1pρqEρ ` gpρq
BEρ
Bρ

“ 0

Mit div ~E “ 0 “
BEρ
Bρ `

Eρ
ρ `

BEz
Bz vereinfacht sich zu

g1pρqEρ ´ g
1pρq

Eρ
ρ

oder
g1pρq

gpρq
“

1

ρ

mit der Lösung gpρq “ ρ. Setze nun F pρ, zq “ q
8πε0a

fpρ, zq und es folgt mit gpρq “ ρ

Bf

Bρ
“

ρ
a

ρ2 ` pz ´ aq2
´

ρ
a

ρ2 ` pz ` aq2

Bf

Bz
“

z ´ a
a

ρ2 ` pz ´ aq2
´

z ` a
a

ρ2 ` pz ` aq2

Der zweite Term entsteht durch die Ergänzung ´paÑ ´aq. Die zugehörige Stammfunktion ist

fpρ, zq “
a

ρ2 ` pz ´ aq2 ´
a

ρ2 ` pz ` aq2

Die Gleichung der Feldlinien in der ρz-Ebene lautet
a

ρ2 ´ pz ´ aq2 ´
a

ρ2 ` pz ` aq2 “ ´2ad, mit |d| ă 1

a

ρ2 ` pz ` aq2 “ ´
z

d
´ ad

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ρ2 ` z2

ˆ

1´
1

d2

˙

“ a2pd2 ´ 1q

´ z

ad

¯2
´

ˆ

ρ

ap
?

1´ d2q

˙2

“ 1

12



Zentralübung Theoretische Physik II
4 Aufgabe 2: Homogen geladener, dünner

Stab

Es handelt sich um Hyperbeln.
Die im ~E-Feld gespeicherte Energie berechnet sich zu

W “
ε0

2

ż

d3r ~E2 “ 2πε0

8
ż

0

dρ ρ
8
ż

0

dz
“

E2
ρ ` E

2
z

‰

“
q2

32πε0a
r 4 ln 2

loomoon

von ząa,ρą0

` 4pln 2´ 1´ lnκq
looooooooomooooooooon

von 0ăzăa, ρąκa

s (numerisch berechnet)

“
q2

8πε0a
p2 ln 2´ 1´ lnκq

Der Term lnκ divigiert logarithmisch bei radialer Annäherung an den Stab bis ρmin “ aκ.
Alternativ kann W aus der Ladungsdichte berechnet werden:

W “
1

8πε0

ż

d3r

ż

d3r1
ρp~rqρp~r 1q

|~r ´ ~r 1|
“

q2

32πε0a

1
ż

´1

dξ
1
ż

´1

dξ1
1

|ξ ´ ξ1|

Der Überlapp bei Verschiebung der beiden Intervalle r´1, 1s um b ist 2 ´ |b| mit ´2 ă b ă 2.
Man erhält die Reduktionsformel:

1
ż

´1

dξ
1
ż

´1

dξ1fp|ξ ´ ξ1|q “ 2

2
ż

0

dbp2´ bqfpbq

In unserem Fall ergibt sich

2

2
ż

κ

db
2´ b

b
“ 4pln 2´ 1´ lnκ` κq

, was konsistent mit dem Ergebnis der vorherigen Rechnung ist. Die Coulombenergie eines ho-
mogen geladenen Zylinders ist gegeben durch

W “
Q2

8πε0pπhR2q2

ż

Zylinder

d3r

ż

Zylinder

d3r1
ˇ

ˇ~r ´ ~r 1
ˇ

ˇ

´1

W psq “
4Q2

π2ε0h

1
ż

0

dxxparccosx´ x
a

1´ x2q

«

sx´
a

1` s2x2 ` ln
1`

?
1` s2x2

sx

ff

mit dem Verhältnis s “ 2Rh von Radius R und Höhe h. Für kleine s hat das Integral die
Entwicklung

π

16

"

2 ln 2´
3

4
´ ln s`

64s

45π
´
s2

16
`Ops4q

*

13



Zentralübung Theoretische Physik II 5 Aufgabe 3: Potential eines Würfels

Welche sphärischen Multipolmomente hat die vorgegebene Ladungsdichte

ρp~rq “
q

2a
δpxqδpyqΘpa´ |z|q ?

Qlm “

ż

d3rρp~rq rl Y ˚lmpϑ, ϕq “
q

2a
δm0

a
ż

´a

dz|z|l
c

2l ` 1

4π
Plpsign pzqq

“
q

2a
δm0

c

2l ` 1

4π

a
ż

´a

dz zl

wobei Plp1q “ 1 , Plp´1q “ p´1ql benutzt wurde. Für ungerade l verschwindet das Integral
und für gerade l erhält man

Q2l,0 “
q
?

4l ` 1a2l

?
4πp2l ` 1q

Die Fernfeldentwicklung des Potentials des geladenen Stabs schreibt sich in der Form

ϕpr, ϑq “
q

4πε0

8
ÿ

l“0

a2l

r2l`1

P2lpcosϑq

2l ` 1
“

q

8πε0a
ln
r cosϑ` a`

?
r2 ` a2 ` 2ar cosϑ

r cosϑ´ a`
?
r2 ` a2 ´ 2ar cosϑ

5 Aufgabe 3: Potential eines Würfels

An den 8 Ecken eines Würfels der Kantenlänge 2a sind abwechselnd Punktladungen `q und
´q angebracht. Berechnen Sie das asymptotische Verhalten des Potentials in großer Entfernung.
Was ergibt sich umgekehrt in der Umgebung des Würfelmittelpunkts?

-q+q

x
y

z

Φp~rq “
1

4πε0

8
ÿ

ν“1

qν
|~r ´ ~rν |

|~r ´ ~rν |
2 “ r2 ´ 2~r ¨ ~rν ` 3a2 “ r2 ´ 2arsν ` 3a2

14



Zentralübung Theoretische Physik II 5 Aufgabe 3: Potential eines Würfels

Der reziproke Abstand ist

1

|~r ´ ~rν |
“

1

r

ˆ

1´
2a

r
sν `

3a2

r2

˙´1{2

und die Taylorentwicklung

p1` tq´
1
2 “ 1´

t

2
`

3t2

8
´

5t3

16
` . . .

ergibt

qν
|~r ´ ~rν |

“
qν
r

"

1` sν
a

r
`

3

2

`

s2
ν ´ 1

˘ a2

r2
`

1

2

`

5s3
ν ´ 9sν

˘ a3

r3
` . . .

*

.

Nach den Summationen

8
ÿ

ν“1

qν “ 0,
8
ÿ

n“1

qνsν “ 0 ,
8
ÿ

ν“1

qνs
2
ν “ 0,

8
ÿ

ν“1

qνs
3
ν “ 48q

xyz

r3

erhalten wir

Φp~rq “
1

4πε0

5

2

48q xyz

r3

a3

r4
“

30qa3

πε0

xyz

r7

in Kugelkoordinaten:

Φpr, ϑ, ϕq “
30qa3

πε0

sin2 ϑ cosϑ sinϕ cosϕ

r4

Wir drücken nun die Winkelabhängigkeit durch Kugelflächenfunktionen aus und erkennen |m| “
2 und l “ 3

P3pξq “
1

2

`

5ξ3 ´ 3ξ
˘

, P
p2q
3 pξq “ 15ξ

cosϑ sin2 ϑ sinϕ cosϕ “
1

30
P
p2q
3 pcosϑq sin2 ϑ sin 2ϕ

“
i

60
P
p2q
3 pcosϑq sin2 ϑ

`

e´2iϕ ´ e2iϕ
˘

“
i

60

c

4π

7

5!

1!
rY3,´2pϑ, ϕq ´ Y3,2pϑ, ϕqs

“ i

c

2π

105
rY3,´2pϑ, ϕq ´ Y3,2pϑ, ϕqs

15



Zentralübung Theoretische Physik II
6 Aufgabe 4: Zweidimensionales Potential und

Summation einer Fourierreihe

Das Potential schreibt sich

Φp~rq “
1

7ε0r4
2iqa3

c

210

π
rY3,´2pϑ, ϕq ´ Y3,2pϑ, ϕqs

und die führenden sphärischen Multipolmomente sind somit

Q32 “ ´Q3,´2 “ ´2iqa3

c

210

π

In der Nähe des Würfelmittelpunkts gilt die Entwicklung

1

|~rν ´ ~r|
“

1
?

3a

ˆ

1´
2r

3a
sν `

r2

3a2

˙´ 1
2

qν
|~rν ´ ~r|

“
qν
?

3a

"

1` sν
r

3a
`

1

6

`

s2
ν ´ 1

˘ r2

a2
`

1

54

`

5s3
ν ´ 9sν

˘ r3

a3
` . . .

*

Damit ergibt sich für |~r| ! a:

Φp~rq “
1

4πε0

5

54
?

3a4
48qxyz “

10
?

3q

27πε0a4
xyz

6 Aufgabe 4: Zweidimensionales Potential und Summation einer
Fourierreihe

Wir suchen Lösungen der zweidimensionalen Laplacegleichung

∆2Φ “

ˆ

B2

Bx2
`
B2

By2

˙

Φpx, yq “ 0

durch einen Separationsansatz.

Φpx, yq “ XpxqY pyq , X2pxqY pyq `XpxqY 2pyq “ 0

ñ
X2pxq

Xpxq
`
Y 2pyq

Y pyq
“ 0

X2pxq “ ´α2Xpxq wird von Xpxq “ e˘iαx und Y 2pyq “ α2Y pyq von Y pyq “ e˘αy gelöst.
Die Randbedingung Φp0, yq “ 0 “ Φpa, yq schränken die Xpxq ein auf Xnpxq “ sin nπx

a mit
n P N.
Der Ansatz zur Lösung des Randwertproblems Φpx, 0q “ U lautet

Φpx, yq “
8
ÿ

n“1

cn sin
nπx

a
e´

πny
a

16



Zentralübung Theoretische Physik II
6 Aufgabe 4: Zweidimensionales Potential und

Summation einer Fourierreihe

Die Koeffizienten cn sind bestimmt durch

Φpx, 0q “ U “
8
ÿ

n“1

cn sin
πnx

a

´
Ua

πm
cos

πmx

a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“a

x“0

“
Ua

πm
p1´ p´1qmq “

8
ÿ

n“1

cn

a
ż

0

dx
„

cos
πpn´mqx

a
´ cos

pn`mqx

a



“

8
ÿ

n“1

cna

2
δmn “

a

2
cm

Es gilt: cn “ 4U
πn für ungerades n, cn “ 0 für gerades n. Es ergibt sich für 0 ă z ă π die Identität

1 “
4

π

8
ÿ

n“0

sin p2n` 1qz

2n` 1

Setze für den Nachweis eiz “ ζ.

Im
8
ÿ

n“0

ζ2n`1

2n` 1
“

1

2

8
ÿ

n“1

ζn ´ p´ζqn

n

was jeweils eine logarithmische Reihe darstellt. Dies ergibt weiterhin

“
1

2
Im r´ ln p1´ ζq ` ln p1` ζqs “

1

2
Im ln

1` ζ

1´ ζ

“
1

2
Im ln

1` cos ζ ` i sin ζ

1´ cos ζ ´ i sin ζ
“

1

2
Im ln

sin2 ζ ´ sin2 ζ ` 2i sin ζ

p1´ cos ζq2 ` sin2 ζ

“
1

2
Im ln

i sin ζ

1´ cos ζ
“

1

2
Im ln pei

π
2 ¨ reell positivq “

π

4

Nun können wir die Reihe für das Potential im Bereich 0 ă x ă a, y ą 0 aufsummieren, wobei
z “ eπnpix´yq{a gesetzt wird.

Φpx, yq “
4U

π

ÿ

nungerade

1

n
Im eπpix´yq{a “

4U

π

ÿ

n ungerade

zn

n
“

2U

π
Im ln

1` z

1´ z

“
2U

π
Im ln

p1` zqp1´ z˚q

|1´ z|2

Mit der folgenden Nebenrechnung

1´ |z|2 ` 2i Im z “ 1´ e´2πy{a ` 2i sin
πx

a
e´πy{a “ 2e´πy{a

”

sinh
πy

a
` i sin

πx

a

ı

17



Zentralübung Theoretische Physik II
7 Aufgabe 4: Zweidimensionales Potential und

Summation einer Fourierreihe

erhält man das Ergebnis

Φpx, yq “
2U

π
arctan

sin πx
a

sinh πy
a

Auf Äquipotentiallinien gilt Φpx, yq “ const., somit

y “
a

π
arsinh

´

c sin
πx

a

¯

“
a

π
ln

„

c sin
πx

a
`

c

c2 sin2 πx

a
` 1



Die elektrischen Feldkomponenten berechnen sich zu

Ex “ ´
BΦ

Bx
“ ´

2U

π

π
a cos πxa { sinh πy

a

1` sin2 πx
a { sinh2 πy

a

Ey “ ´
BΦ

By
“ ´

2U

π

´π
a cosh πy

a sin πx
a { sinh2 πy

a

1` sin2 πx
a { sinh2 πy

a

Längs der Feldlinien gilt die Differentialgleichung

dy
dx
“
Ey
Ex

“ ´
tan πx

a

tanh πy
a

Diese DGL hat getrennte Variablen
π

a
tanh

πy

a
dy “ ´

π

a
tan

πx

a
dx

ln cosh
πy

a
“ ln

ˇ

ˇ

ˇ
cos

πx

a

ˇ

ˇ

ˇ
` const.

cosh
πy

a
“ γ

ˇ

ˇ

ˇ
cos

πx

a

ˇ

ˇ

ˇ
mit γ ą 1

y “
a

π
ln

„

γ
ˇ

ˇ

ˇ
cos

πx

a

ˇ

ˇ

ˇ
`

c

γ2 cos2
πx

a
´ 1



Die Influenzladungsflächendichten auf den Metallplatten sind (U ą 0):

i) auf der Bodenplatte bei y “ 0 (~n “ ~ey):

σBodenpxq “ lim
yÑ0

ε0Eypx, yq “ lim
yÑ0

2ε0U

a

sin πx
a cosh πy

a

sin2 πx
a ` sinh2 πy

a

“
2ε0U

a sin πx
a

ą 0

ii) auf der linken Seitenplatte bei x “ 0 (~n “ ~ex):

σlinkspyq “ ε0Exp0, yq “ ´
2ε0U

a sinh πy
a

ă 0

iii) auf der rechten Seitenplatte bei x “ a (~n “ ´~ex):

σrechtspyq “ ´ε0Expa, yq “ ´
2ε0U

a sinh πy
a

“ σlinkspyq

18
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7 Aufgabe 5: Felder in der Nähe von Spitzen,

Kanten und Ecken

7 Aufgabe 5: Felder in der Nähe von Spitzen, Kanten und Ecken

Bekanntlich sind elektrische Felder in der Nähe von Spitzen besonders stark. Zum qualitativen
Verständnis betrachten wir zwei geladene Metallkugeln, die miteinander verbunden sind. Das
Innere der Kugeln ist ~E´feldfrei. Die Oberfläche ist eine Äquipotentialfläche. Sei Rb ! Ra.

Φa “
Qa

4πε0Ra
“ Φb “

Qb
4πε0Rb

ñ
Qa
Ra

“
Qb
Rb

Es sei noch die Gesamtladung Q “ Qa `Qb vorgegeben.

Q “ Qa

ˆ

1`
Rb
Ra

˙

, Qa “
QRa

Ra `Rb
, Qb “

QRb
Ra `Rb

Die Feldstärken auf den Oberflächen sind

Ea “
Qa

4πε0R2
a

, Eb “
Qb

4πε0R2
b

Eb
Ea

“
Qb
Qa

ˆ

Ra
Rb

˙2

“
Ra
Rb

" 1

Die Feldstärke in der Nähe der kleinen Kugel ist sehr groß. Nicht berücksichtigt wurde in die-
ser rein qualitativen Betrachtung die gegenseitige Beeinflussung der geladenen Kugeln. Bei zwei
gleichen Kugeln vom Radius a mit Mittelpunkten p0, 0,˘aq lautet der Ansatz für das axialsym-
metrische Potential

Φpr, ϑq “
8
ÿ

l“0

al
r2l`1

P2lpcosϑq

Die Koeffizienten al sind aus der Randbedingung (bei r “ 2a cosϑ) zu bestimmen.
Nun soll das ~E´Feld in der Nähe von Kanten bestimmt werden. In Polarkoordinaten hat der
Laplaceoperator die Form

∆2 “
B2

Bρ2
`

1

ρ

B

Bρ
`

1

ρ2

B2

Bϕ2

Wir wählen zur Lösung der Laplacegleichung ∆2Φ “ 0 einen Separationsansatz: Φpρ, ϕq “
RpρqΨpϕq

ρ2

R

ˆ

R2 `
R1

ρ

˙

`
Ψ2

Ψ
“ 0

Die Lösungen lauten Ψpϕq “ αν cos pνϕq ` βν sin pνϕq . Mit dem Potenzansatz Rpρq “ ρµ er-
halten wir

ρ2´µρµ´2 rµpµ´ 1q ` µs “ ν2

19
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7 Aufgabe 5: Felder in der Nähe von Spitzen,

Kanten und Ecken

und es folgt

Rpρq “ aνρ
ν ` bνρ

´ν

Im Spezialfall µ “ 0 hat man die Lösungen Rpρq “ a0 ` b0 ln ρ.
Der Winkelbereich ist auf 0 ď ϕ ď β eingeschränkt und die Randbedingung für Metallplatten
lautet Φpρ, 0q “ Φpρ, βq. Ferner soll sich am Ursprung keine Ladung befinden.

bν “ 0 , ν “
πn

β
, n P N

Die allgemeine Lösung lautet

Φpρ, ϕq “ U `
8
ÿ

n“1

anρ
πn{β sin

πnϕ

β
“ U ` a1ρ

π{β sin
πϕ

β
` . . .

wobei die ersten zwei Terme für kleine ρ dominieren. Die zugehörigen Felder sind

Eρ “ ´
BΦ

Bρ
“ ´

πa1

β
ρπ{β´1 sin

πϕ

β

Eϕ “ ´
1

ρ

BΦ

Bϕ
“ ´

πa1

β
ρπ{β´1 cos

πϕ

β

Die Flächenladungsdichten bei ϕ “ 0 und ϕ “ β

σpρ, 0q “ ε0Eϕpρ, 0q “ ´
πa1

β
ρπ{β´1 , σpρ, βq “ ´ε0Eϕpρ, βq “ ´

πa1

β
ρπ{β´1

sind gleich.
Bei verschiedenen Winkeln nimmt die Feldstärke in der Kante unterschiedlich stark zu:

Winkel Stärke des Feldes
π
4 ρ3

π
2 ρ
π 1 (bekannt von der ebenen Platte)

3π
2 ρ´

1
3

2π ρ´
1
2

Für die Kante eines gefalteten Blatts pβ “ 2πq hat man das singuläre Verhalten

Eρ „ ρ´
1
2 sin

ϕ

2
, Eϕ „ ρ´

1
2 cos

ϕ

2

Die Influenzladung pro Länge in endlichem Abstand ρ von der Kante ist wegen

ρ0
ż

0

dρ ρ´
1
2 “ 2

?
ρ0

20



Zentralübung Theoretische Physik II 8 Aufgabe 6: Thomson’scher Satz

endlich. Das ~E´Feld wird für jede Konfiguration mit β ą π sehr groß an der Kante: Eρ,ϕ „
ρπ{β´1. In der Nähe der Kante des gefalteten Blatts (mit β “ 2π) gilt:

Φpρ, ϕq “ U ` a1
?
ρ sin

ϕ

2

Auf den Äquipotentiallinien gilt folglich

ρ “
c

sin2 ϕ{2
“

2c

1´ cosϕ
Das sind Parabeln

Die Feldlinien sind bestimmt durch

dρ
ρ dϕ

“
Eρ
Eϕ

“ tan
ϕ

2

dρ
ρ
“ tan

ϕ

2
dϕ

ln ρ “ const.´ 2 ln cos
ϕ

2

ρ “
c1

cos2 ϕ
2

“
2c1

1` cosϕ
und das sind ebenfalls Parabeln.

Im allgemeinen Fall hat man mit λ “ π
β

ρλ sinλϕ “ const. ñ Äquipotentiallinien ρ “ c |sinλϕ|´1{λ

Daraus ergeben sich die Feldlinien über

dρ
ρ
“ tanλϕ dϕ, ln ρ “ const.´

1

λ
ln cosλϕ

ρ “ c1 |cosλϕ|´1{λ

8 Aufgabe 6: Thomson’scher Satz

Es seien n Leiter mit Volumina Vi vorhanden, deren räumliche Anordnung und Ladungen Qi
vorgegeben seien.
Außerhalb der Leiter befinde sich eine feste äußere Ladungsdichte ρap~rq, welche das Potential
Φap~rq erzeugt.
Die potentielle Energie dieser Anordnung ist gegeben durch:

W “
1

8πε0

n
ÿ

i,j“1

ż

Vi

dV
ż

Vj

dV 1
ρip~rqρjp~r

1q

|~r ´ ~r 1|
`

n
ÿ

i“1

ż

Vi

dV ρip~rqΦap~rq
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Zentralübung Theoretische Physik II 9 Aufgabe 7: Draht neben geerdetem Zylinder

Die vorgegebenen Gesamtladungen in den einzelnen Leitern sind:

Qi “

ż

Vi

dV ρip~rq

Wir minimieren die Energie W durch Variation der Ladungsdichten ρip~rq bei festgehaltenen La-
dungenQi. Die zu den Nebenbedingungen gehörenden Lagrange-Multiplikatoren seien λ1 , . . . , λn

Variation: ρip~rq ÞÑ ρip~rq ` εiηip~rq

0 “
B

Bεk

˜

W ´

n
ÿ

i“1

λiQi

¸ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

alle εl“0

“
1

8πε0

n
ÿ

i,j“1

ż

Vi

dV
ż

Vj

dV 1
1

|~r ´ ~r 1|

“

δikηip~rqρjp~r
1q ` δjkρip~rqηjp~r

1q
‰

`

N
ÿ

i“1

ż

Vi

dV δikηip~rqΦap~rq ´
n
ÿ

i“1

λi

ż

Vi

dV δikηip~rq

“

ż

Vk

dV ηkp~rq

»

—

–

1

4πε0

n
ÿ

j“1

ż

Vj

dV 1
ρjp~r

1q

|~r ´ ~r 1|
` Φaprq ´ λk

fi

ffi

fl

Die Bedingung für ~r P Vk, k “ 1, . . . , n lautet:

Φap~rq `
1

4πε0

n
ÿ

j“1

ż

Vj

dV 1
ρjp~r

1q

|~r ´ ~r 1|
“ λk (konstant)

Das äußere Potential in Vk plus das Potential aller Ladungsdichten ρj in Vj ist konstant. Die
Konfiguration minimaler (potentieller) Energie ist also diejenige, bei der sich die Ladungen in
den Leitern so verteilen, dass in jedem Leiter ein konstantes Potential vorherrscht.
Die ist physikalisch einleuchtend, denn die Ladungen innerhalb der Leiter werden sich so verteilen,
dass diese kräftefrei sind.

~Ep~rq “ 0 für ~r P Vi,

ρp~rq “ div ~Ep~rq “ 0 für ~r P Vi

Die Ladungen Qi sammeln sich auf den Oberflächen Fi “ BVi

9 Aufgabe 7: Draht neben geerdetem Zylinder

Vor einem geerdeten Metallzylinder befinde sich (parallel ausgerichtet) ein gerader, homogen
geladener Draht. Der Draht habe von der Symmetrieachse des Zylinders (der z´Achse) den
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Abstand r0 und der Zylinder habe den Radius R. Es bezeichne λs die Spiegelladung pro Länge
mit dem Ansatz λs “ αλ. Der Abstand der Spiegelladung von der Symmetrieachse sei rs mit
rs ă R ă r0.

Für das ~E´Feld in Abwesenheit des Metallzylinders ergibt der Gauß’sche Satz für einen Zylinder
mit Radius r und Höhe h den Zusammenhang:

2πrhE0prq “
hλ

ε0
, E0prq “

λ

2πε0r

Nach Verschiebung auf der x´Achse um r0:

~E0p~rq “
λ

2πε0

¨

˝

x´ r0

y
0

˛

‚

1

px´ r0q
2 ` y2

Nach Addition des ~E´Feldes des mit λs “ αλ geladenen Spiegeldrahts im Abstand rs ergibt sich

~Ep~rq “
λ

2πε0

"

px´ r0, y, 0q

px´ r0q
2 ` y2

` α
px´ rs, y, 0q

px´ rsq2 ` y2

*

Auf dem Zylinder hat man den Tangentialvektor

~t “

ˆ

´y
x

˙

1

R

und den Normalenvektor

~n “

ˆ

x
y

˙

1

R

Es gilt die Bedingung ~t ¨ ~E “ 0 auf x2 ` y2 “ R2

1

R

"

´xy ` r0y ` xy

R2 ` r2
0 ´ 2r0x

` α
´xy ` rsy ` xy

R2 ` r2
s ´ 2rsx

*

“ 0 ,

r0

`

R2 ` r2
S ´ 2xrs

˘

` αrs
`

R2 ` r2
0 ´ 2xr0

˘

“ 0

Letzteres gilt für alle ´R ă x ă R, somit

´ 2r0rspα` 1q “ 0 α “ ´1

Es verbleibt eine quadratische Gleichung für rs zu lösen

r0

`

R2 ` r2
s

˘

“ rs
`

R2 ` r2
0

˘

r2
s ´ rs

R2 ` r2
0

r0
`R2 “ 0 ,

ˆ

rs ´
R2 ` r2

0

2r0

˙2

“
R4 ` 2R2r2

0 ` r
4
0 ´ 4R2r2

0

4r2
0

rs “
R2 ` r2

0 ˘
`

R2 ´ r2
0

˘

2r0
rs “

R2

r0
ă R r0rs “ R2
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Die Abbildung

ˆ

x
y

˙

Ñ
R2

x2 ` y2

ˆ

x
y

˙

, komplex z ÞÑ
R2

z˚
,

ist eine „Spiegelung“ am Kreis. Die auf dem geerdeten Metallzylinder influenzierte Flächenla-
dungsdichte berechnet sich zu

σ “ ε0~n ¨ ~E “
λ

2πR

"

R2 ´ xr0

R2 ` r2
0 ´ 2xr0

´
R2 ´ 2xrs

R2 ` r2
s ´ 2xrs

*

Mit der Umformung

R2 ` r2
s ´ 2xrs “ R2 `

R4

r2
0

´ 2x
R2

r0
“
R2

r2
0

`

r2
0 `R

2 ´ 2xr0

˘

wird der gesamte Zähler zu

R2 ´ r0x´
r2

0

R2

ˆ

R2 ´ x
R2

r0

˙

“ R2 ´ r2
0

Man setze noch x “ R cosϕ und das Ergebnis lautet

σpϕq “
λ

2π

R´ r2
0{R

R2 ` r2
0 ´ 2Rr0 cosϕ

Die influenzierte Ladung pro Länge berechnet sich durch Integration über den Kreis zu

λ̃ “

2π
ż

0

dϕRσpϕq “
λ

2π

`

R2 ´ r2
0

˘

2π
b

`

R2 ` r2
0

˘

´ p2Rr0q
2
“ ´λ

wobei zur Lösung des Integrals

2π
ż

0

dϕ
1

A`B cosϕ
“

2π sign pAq
?
A2 ´B2

benutzt wurde. Wenn der Metallzylinder isoliert wird, müssen wir nur die homogene Flächen-
ladungsdichte λ

2πR addieren

σ̄pϕq “
λ

π

R´ r0 cosϕ

R2 ` r2
0 ´ 2Rr0 cosϕ
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Das resultierende gesamte ~E-Feld ist nun:

~E “
λ

2π

$

’

&

’

%

px´ r0, y, 0q

px´ r0q
2
` y2

`

´

x´ R2

r0
, y, 0

¯

´

x´ R2

r0

¯2
` y2

´
px, y, 0q

x2 ` y2

,

/

.

/

-

Die Kraft pro Länge, die vom isolierten Metallzylinder auf den geladenen Draht ausgeübt wird,
errechnet sich über

~F

L
“ ´

2π
ż

0

dϕRσ̄pϕq ~E0px “ R cosϕ, y “ R sinϕq

“
λ2R

2π2ε0

2π
ż

0

dϕ
pr0 cosϕ´RqpR cosϕ´ r0, R sinϕ, 0q

`

R2 ` r2
0 ´ 2Rr0 cosϕ

˘2 „ ~ex

denn

2π
ż

0

dϕ
psinϕ, sinϕ cosϕq

pa´ cosϕq2
“ p0, 0q

weil ϕ und 2π ´ ϕ genau entgegengesetzte Beiträge liefern.
Mittels Partialbruchzerlegung des Integranden bezüglich cosϕ erhält man schließlich

~F

L
“

λ2

2πε0

´R2

r0

`

r2
0 ´R

2
˘~ex

welche für alle Abstände r0 ą R anziehend ist. Die verwendete Partialbruchzerlegung lautet:

pr0 cosϕ´RqpR cosϕ´ r0q
`

R2 ` r2
0 ´ 2Rr0 cosϕ

˘2 “
1

4Rr0

«

1´

`

r2
0 ´R

2
˘2

`

R2 ` r2
0 ´ 2Rr0 cosϕ

˘2

ff

und das Integral über den zweiten Term wird mit folgender Formel berechnet

2π
ż

0

dϕ
1

pa´ cosϕq2
“ ´

d
da

2π
ż

0

dϕ
1

a´ cosϕ
“ ´

d
da

2π
?
a2 ´ 1

“
2πa

pa2 ´ 1q
3
2

wobei a ą 1 ist.
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10 Aufgabe 8: Potential einer Kugelschale

Auf der Kugelschale |~r| “ R wird das Potential vorgegeben als

ΦpR, θ, ϕq “ U0 sin θ cosϕ

In den Raumbereichen r ă R und r ą R soll keine Ladung vorhanden sein. Man bestimme das
elektrostatische Potential Φpr, θ, ϕq im ganzen Raum.

∆Φ “ 0 hat in Kugelkoordinaten die Lösungen

Φpr, θ, ϕq “
8
ÿ

l“0

l
ÿ

m“´l

ˆ

almr
l `

blm
rl`1

˙

Ylmpθ, ϕq

Die Randwerte für r ă R hat man alm ‰ 0, blm “ 0 und für r ą R hat manalm “ 0, blm ‰ 0.

Die Randwerte bei r “ R liefern

8
ÿ

l“0

l
ÿ

m“´l

almR
l Ylmpθ, ϕq “ U0 sin θ cosϕ “

U0

2
sin θ

`

eiϕ ` e´iϕ
˘

“
U0

2

c

8π

3
p´Y11 ` Y1,´1q

ñ a11 “ ´
U0

R

c

2π

3
, a1,´1 “

U0

R

c

2π

3
, alm “ 0 sonst

Φăpr, θ, ϕq “ U0
r

R
sin θ cosϕ

Für r ą R erhält man ganz analog

8
ÿ

l“0

l
ÿ

m“´l

blm
Rl`1

Ylmpθ, ϕq “ U0

c

2π

3
p´Y11 ` Y1,´1q

b11 “ ´b1,´1 “ ´U0R
2

c

2π

3

und

Φąpr, θ, ϕq “ U0
R2

r2
sin θ cosϕ
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Stromverteilungen und Helmholtzspule

Die auf der Kugelschale vorhandene Flächenladungsdichte ist

σ “ ε0~er ¨
´

~Eą ´ ~Eă

¯

σ “ ´ε0
B

Br
pΦą ´ Φăqr“R “ ´ε0U0 sin θ cosϕ

ˆ

´
2R2

r3
´

1

R

˙

r“R

σ “ 3ε0
U0

R
sin θ cosϕ

Die Gesamtladung auf der Kugel ist demnach

Q “ R2

π
ż

0

dθ sin θ

2π
ż

0

dϕσ “ 0

und das elektrische Dipolmoment hat den Wert:

~p “ 3ε0U0R
2

2π
ż

0

dϕ
π
ż

0

dθ sin2 θ cosφ

¨

˝

sin θ cosϕ
sin θ sinϕ

cos θ

˛

‚“ 4πε0U0R
2 ~ex

wobei für die Lösung des nicht verschwindenden Integrals die Identität

π

1
ż

´1

dξ
`

1´ ξ2
˘

“ π

ˆ

2´
2

3

˙

“
4π

3

verwendet wurde.

11 Aufgabe 9: Axialsymmetrische Stromverteilungen und
Helmholtzspule

Gegeben sei die axialsymmetrische Stromdichte in Kugelkoordinaten

~jp~rq “ jpr, θq~eϕ , ~eϕ “

¨

˝

´ sinϕ
cosϕ

0

˛

‚

Man zeige: div~jp~rq “ 0 und das Vektorpotential hat dieselbe Form ~Ap~rq “ Ap~r, θq~eϕ.

Die Divergenz in Kugelkoordinaten für ein Vektorfeld ~V “ Vϕ~eϕ lautet:

div ~V “
1

r sin θ

BVϕ
Bϕ

div~j “
1

r sin θ

B

Bϕ
jpr, θq “ 0
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Stromverteilungen und Helmholtzspule

Man bestimmt das Vektorpotential ~Ap~rq über das Faltungsintegral

~Ap~rq “
µ0

4π

ż

d3r1
~jp~r 1q

|~r ´ ~r 1|

~A ¨

#

~er

~eθ
“
µ0

4π

8
ż

0

dr1 r12
π
ż

0

dθ1 sin θ1
2π
ż

0

dϕ1jpr1, θ1q
”

r2 ` r1
2
´ 2rr1ξ

ı´ 1
2

sin pϕ´ ϕ1q

#

sin θ

cos θ
“

#

0

0

mit der Abkürzung ξ “ cos θ cos θ1 ` sin θ sin θ1 cos pϕ1 ´ ϕq und den Skalarprodukten

~er ¨ ~eϕ1 “

¨

˝

sin θ cosϕ
sin θ sinϕ

cos θ

˛

‚

¨

˝

´ sinϕ1

cosϕ1

0

˛

‚“ sin θ sin pϕ´ ϕ1q

~eθ ¨ ~eϕ1 “

¨

˝

cos θ cosϕ
cos θ sinϕ
´ sin θ

˛

‚

¨

˝

´ sinϕ1

cosϕ1

0

˛

‚“ cos θ sin pϕ´ ϕ1q

Mit der Stammfunktion bezüglich der ϕ1-Integration erhalten wir

´
2
b

r2 ´ r12 ´ 2rr1ξpϕ1q

2rr1 sin θ sin θ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ1“2π

ϕ1“0

“ 0, da ξpϕ1q 2π-periodisch

somit ist ~A „ ~er ˆ ~eθ , ~A “ Apr, θq~eϕ

Apr, θq “
µ0

2π

8
ż

0

dr1r12
π
ż

0

dθ1 sin θ1
π
ż

0

dϕ2jpr1, θ1q cosϕ2

¨

”

r2 ` r1
2
´ 2rr1

`

cos θ cos θ1 ` sin θ sin θ1 cosϕ2
˘

ı´ 1
2

Dies ist bezüglich der ϕ2-Integration ein elliptisches Integral. Zur Vereinfachung benutzten wir:

~eϕ ¨ ~eϕ1 “ cos pϕ1 ´ ϕq

2π
ż

0

dϕ1 . . . “

2π`ϕ
ż

ϕ

dϕ1 . . . “
2π
ż

0

dϕ2 . . . “ 2

π
ż

0

dϕ2 . . .

Wie lautet die Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen Apr, θq und jpr, θq

∆3
~A “ ´µ0

~j, ~A “ Apr, θq

¨

˝

´ sinϕ
cosϕ

0

˛

‚

∆3 “
B2

Br2
`

2

r

B

Br
`

1

r2

„

1

sin θ

B

Bθ
sin θ

B

Bθ
`

1

sin2 θ

B2

Bϕ2
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Stromverteilungen und Helmholtzspule

Die zweite Ableitung nach ϕ liefert ein Vorzeichen bei der Wirkung auf sinϕ und cosϕ. Es ergibt
sich die folgende Differentialgleichung:

ˆ

B2

Br2
`

2

r

B

Br
`

1

r2 sin θ

B

Bθ
sin θ

B

Bθ

˙

Apr, θq ´
Apr, θq

r2 sin2 θ
“ ´µ0jpr, θq

Eine sogenannte Helmholtzspule besteht aus zwei parallelen kreisförmigen Leiterschleifen (Radius
R, Strom I) im Abstand 2b. Man entwickle das Vektorpotential ~A “ Apρ, zq~eϕ in der Nähe des
Koordinatenursprungs bis zur fünften Ordnung in ρ “ r sin θ und z “ r cos θ

~Ap~rq “
µ0I

4π

¿

L1`L2

d~r 1

|~r ´ ~r 1|
, d~r 1 “ R

¨

˝

´ sinϕ1

cosϕ1

0

˛

‚dϕ1

ˇ

ˇ~r ´ ~r 1
ˇ

ˇ

2
“ px´ x1q2 ` py ´ y1q2 ` pz ´ z1q2 “ ρ2 `R2 ` pz ˘ bq2 ´ 2ρR cos pϕ´ ϕ1q

Apρ, zq “
µ0IR

2π

π
ż

0

dϕ1
!

cosϕ1
“

ρ2 `R2 ` pz ` bq2 ´ 2ρR cosϕ1
‰´ 1

2 ` pbÑ ´bq
)

Man entwickle für ρ ! R, z ! b

»

–R2 ` b2 ` 2zb´ 2ρ cosϕ1 ` ρ2 ` z2
looooooooooooooomooooooooooooooon

H

fi

fl

´ 1
2

“
1

?
R2 ` b2

´
H

2 pR2 ` b2q
3
2

`
3H2

8 pR2 ` b2q
5
2

´
5H3

16 pR2 ` b2q
7
2

`
35H4

128 pR2 ` b2q
9
2

´
63H6

256 pR2 ` b2q
11
2

Die Winkelintegrale

π
ż

0

dϕ1pcosϕ1qn “

#

0 für n ungerade
π
2 ,

3π
8 ,

5π
16 für n “ 2, 4, 6

liefern als Ergebnis für das Vektorpotential

Apρ, zq “
µ0IR

2

ρR

pR2 ` b2q
3
2

«

1`
3
`

R2 ´ 4b2
˘

8 pR2 ` b2q2
`

ρ2 ´ 4z2
˘

`
15

64

`

R2 ` b2
˘´4 `

R4 ´ 12R2b2 ` 8b4
˘ `

ρ4 ´ 12ρ2z2 ` 8z4
˘

ff

Das Magnetfeld ist

~B “ rot rApρ, zq~eϕs (in Zylinderkoordinaten)

“ ´~eρ
BA

Bz
` ~ez

1

ρ

B

Bρ
pρAq
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Das ~B´Feld ist möglichst homogen in der Nähe des Ursprungs, wenn der (zweite) kubische Term
im Ausdruck für Apρ, zq verschwindet

ñ b “
R

2

In diesem Fall erhält man

Apρ, zq “
4µ0I

5
?

5R
ρ

„

1´
18

125R4
pρ4 ´ 12ρ2z2 ` 8z4q



~Bp~rq “
8µ0I

5
?

5R
~ez `Opρ

4, ρ3z, ρ2z2, ρz3, z4q

das Magnetfeld ist homogen mit führenden quartischen Korrekturen.

12 Aufgabe 10: Magnetfeld einer Leiterschleife

Zeigen Sie für das Magnetfeld einer vom Strom I durchflossenen Leiterschleife C:

~Bp~rq “
µ0 I

4π
grad Ωp~rq

wobei Ωp~rq der Raumwinkel ist, unter dem die von C berandete Fläche F vom Punkt ~r aus ge-
sehen wird. Dabei gilt die Vorzeichenkonvention Ωp~rq ą 0, wenn ~r auf der Unterseite von F liegt.

Das Biot-Savart-Gesetz besagt

~Bp~rq “
µ0

4π

¿

C

d~r 1 ˆ
~r ´ ~r 1

|~r ´ ~r 1|

Wir arbeiten mit Komponenten von Vektoren und benutzen die Abkürzungen Bj “ B
Bxj

, B1j “
B
Bx1
j
.

xj ´ x
1
j

|~r ´ ~r 1|3
“ ´Bj

1

|~r ´ ~r 1|
“ B1j

1

|~r ´ ~r 1|

4π

µ0 I
Bjp~rq “

¿

C

dx1k εikj

ˆ

´Bj
1

|~r ´ ~r 1|

˙

“

¿

C

dx1kεijkBj
1

|~r ´ ~r 1|
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Magnetfeld einer (endlich langen) Zylinderspule

Summen über zweimal auftretende Indizes werden nicht explizit ausgeschrieben. Das Kreuz-
produkt wurde durch den Levi-Civita-Tensor εijk dargestellt. In Komponenten besagt der Sto-
kes’sche Satz:

¿

BF

dx1kVk “
ĳ

F

dF 1l εlmkB
1
mVk

Nun gilt für die l-te Komponente dieser Rotation

εlmkεijkB
1
mBj

1

|~r ´ ~r 1|
“ pδilδmj ´ δjlδimq B

1
mBj

1

|~r ´ ~r 1|
“ δil4πδ

3p~r ´ ~r1q ´ BiB
1
l

1

|~r ´ ~r 1|

Der δ3-Term verschwindet, wenn ~r nicht auf der Fläche F liegt. Somit verbleibt

´BiB
1
l

1

|~r ´ ~r 1|
“ Bi

x1l ´ xl

|~r ´ ~r 1|3

und man erhält für die i-te Komponente des Magnetfeldes

4π

µ0 I
Bip~rq “ Bi

ĳ

F

dF 1l
x1l ´ xl

|~r ´ ~r 1|3

Dies liefert das Ergebnis

~Bp~rq “
µ0 I

4π
grad Ωp~rq , Ωp~rq “

ĳ

F

d~F 1 ¨
~r 1 ´ ~r

|~r ´ ~r 1|3

dΩ “
dF 1K

|~r 1 ´ ~r |2
“

d~F ¨ p~r 1 ´ ~r q
|~r 1 ´ ~r |3

ą 0 für ~r auf der Unterseite von F

Man bemerke, dass Ωp~rq unabhängig von der Wahl der Fläche F mit C “ BF ist, denn

div~r 1

~r 1 ´ ~r

|~r 1 ´ ~r |3
“ ´div~r 1 grad~r 1

1

|~r ´ ~r 1|
“ 4πδ3

`

~r ´ ~r 1
˘

“ 0

für ~r ‰ ~r 1 P V wobei BV “ F1 ´ F2

Beim Durchgang von ~r durch die Fläche F springt Ωp~rq um 4π.

13 Aufgabe 11: Vektorpotential und Magnetfeld einer (endlich
langen) Zylinderspule

Die Stromdichte der dicht gewickelten Zylinderspule (mit Radius R und länge L) ist gegeben
durch

~jp~rq “ ~eϕ
NI

L
δpρ´RqΘ

ˆ

L

2
´ |z|

˙
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13 Aufgabe 11: Vektorpotential und

Magnetfeld einer (endlich langen) Zylinderspule

Aufgrund der axialen Symmetrie hat das Vektorpotential die Form

~Ap~rq “ Apρ, zq~eϕ

Apρ, zq “
µ0N I

4π L

L{2
ż

´L{2

dz1
2π
ż

0

dϕ1
8
ż

0

dρ1 ρ1δ
`

ρ1 ´R
˘

cosϕ1
”

ρ2 ` ρ12 `
`

z ´ z1
˘2
´ 2ρρ1 cosϕ1

ı´ 1
2

Apρ, zq “
µ0N I

2π L

π
ż

0

dϕ1 cosϕ1R

$

&

%

ln

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z `
L

2
`

d

ρ2 `R2 ´ 2ρR cosϕ1 `

ˆ

z `
L

2

˙2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´ pLÑ ´Lq

,

.

-

Das zugehörige Magnetfeld ~B “ rot ~A “ Bρ~eρ `Bz~ez errechnet sich zu

Bρ “ ´
BApρ, zq

Bz
, Bz “

1

ρ

B

Bρ
rρApρ, zqs

Wir entwickeln t. . .u für große L und erhalten (bei Weglassen des Strichs an ϕ1 ):

2 lnL´ ln
`

ρ2 `R2 ´ 2ρR cosϕ
˘

`
2

L2

“

R2 ` ρ2 ´ 2z2 ´ 2ρR cosϕ
‰

`
1

L4

“

. . .` 12ρR
`

ρ2 `R2 ´ 4z2
˘

cosϕ´ 6ρ2R2 cos 2ϕ
‰

` . . .

Wir benutzen die Winkelintegrale

π
ż

0

dϕ
`

cosϕ, cos2 ϕ, cosϕ cos 2ϕ
˘

“

´

0,
π

2
, 0
¯

und berechnen das Integral

π
ż

0

dϕ
“

´ cosϕ ln
`

ρ2 `R2 ´ 2ρr cosϕ
˘‰

mit partieller Integration und Partialbruchzerlegung

“ ´ sinϕ lnp. . .q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ“π

ϕ“0

`

ż π

0
dϕ

2ρR
`

1´ cos2 ϕ
˘

ρ2 `R2 ´ 2ρR cosϕ

“

π
ż

0

dϕ

#

ρ2 `R2

2ρR
` cosϕ´

`

ρ2 ´R2
˘2
{2ρR

ρ2 `R2 ´ 2ρR cosϕ

+

“
π

2ρR

`

ρ2 `R2 ´
ˇ

ˇρ2 ´R2
ˇ

ˇ

˘

“

#

πρ{R für 0 ă ρ ă R

πR{ρ für ρ ą R
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Wir erhalten bis zur Ordnung L´5 für das Vektorpotential

Apρ, zq “
µ0N I

2L

"

ρΘpR´ ρq `
R2

ρ
Θpρ´Rq ´

2ρR2

L2
`

6ρR2

L4

`

ρ2 `R2 ´ 4z2
˘

*

Dies ergibt die Magnetfeldkomponenten

Bρ “ 24µ0N I
R2

L5
ρ z

Bz “
µ0N I

L

„

ΘpR´ ρq ´
2R2

L2
`

6R2

L4

`

R2 ` 2ρ2 ´ 4z2
˘



Wie bei der unendlich langen Zylinderspule springt Bz beim Durchgang durch ρ “ R um
µ0NI{L.

14 Aufgabe 12: Magnetisierbare Kugelschale

Berechnen Sie das Verhältnis Bi{B0, um das ein äußeres Magnetfeld B0 im Inneren einer magneti-
sierbaren Kugelschale (innerer Radius R1, äußerer Radius R2) mit hoher Permeabilitätskonstante
µ abgeschwächt wird.

Da keine freien Ströme vorhanden sind und ~B jeweils proportional zu ~H ist, kann man (we-
gen rot ~H “ 0 und div ~B “ 0 ein magnetisches Potential Ψ benutzen:

~H “ ´
1

µ0
grad Ψ

wobei Ψ in allen Bereichen die Laplacegleichung ∆Ψ “ 0 erfüllt.
Wir machen die Ansätze:

außen r ą R2 Ψa “ ´B0r cos θ ` α
r2

cos θ

dazwischen R1 ă r ă R2 Ψs “
`

βr ` γ
r2

˘

cos θ

innen r ă R1 Ψi “ δ r cos θ

mit unbestimmten Parametern α, β, γ und δ “ ´Bi

Die Stetigkeit der Normalkomponente von ~B bei r “ R2 und r “ R1 ergibt mit ~n “ ~er
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B

Br
Ψa

ˇ

ˇ

ˇ

R2

“ µ
B

Br
Ψs

ˇ

ˇ

ˇ

R2

, µ
B

Br
Ψs

ˇ

ˇ

ˇ

R1

“
B

Br
Ψi

ˇ

ˇ

ˇ

R1

´B0 ´
2α

R3
2

“ µβ ´
2µγ

R3
2

, µβ ´
2µγ

R3
1

“ δ

Des Weiteren sind wegen der Abwesenheit freier Ströme die Tangentialkomponenten von ~H bei
r “ R1 und R2 stetig. Mit dem Tangentialvektor ~t “ ~eθ erhält man

´B0R2 `
α

R2
2

“ βR2 `
γ

R2
2

, βR1 `
γ

R2
1

“ δR1

Das lineare Gleichungssystem für α, β, γ, δ lautet

α´R3
2β ´ γ “ B0R

3
2 , 2α`R3

2µβ ´ 2µγ “ ´B0R
3
2

R3
1β ` γ ´R

3
1δ “ 0 , µR3

1β ´ 2µγ ´R3
1δ “ 0

mit der Lösung für den Parameter δ

´δ “ Bi “
9µR3

2B0

R3
2p2µ` 1qpµ` 2q ´ 2R3

1pµ´ 1q2

Der gesuchte Abschwächungsfaktor ist

Bi
B0

“ 9µ

«

p2µ` 1qpµ` 2q ´ 2

ˆ

R1

R2

˙3

pµ´ 1q2

ff´1

Für µ " 1 vereinfacht sich dieses Verhältnis zu

B1

B0
“

9

2µ

«

1´

ˆ

R1

R2

˙3
ff´1

Zahlenbeispiele:

µ “ 10000 , R2 “ 1,05R1 ñ
Bi
B0

“ 3,3 ¨ 10´3

µ “ 106 , R2 “ 1,01R1 ñ
Bi
B0

“ 1,53 ¨ 10´4

Das innere Feld Bi ist proportional zu 1
µ . Ein Schirm aus hochpermeablem Material mit

µ “ 103 . . . 106 bewirkt eine starke Reduzierung des Magnetfelds selbst bei relativ dünnen
Schirmwänden.
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15 Aufgabe 13: Gerader linienförmiger Strom parallel zu
magnetisierbarem Medium

Gegeben sei ein gerader linienförmiger Strom der Stärke I in z´Richtung, der im Abstand d
parallel zu einem magnetisierbaren Medium (mit der Permeabilitätskonstante µ) verläuft, wel-
ches den linken Halbraum x ă 0 ausfüllt.
Bestimmen Sie das Magnetfeld im ganzen Raum sowie die Kraft pro Länge auf den Stromleiter.

In Analogie zum Problem der Punktladung vor einem dielektrischen Halbraum machen wir für
x ă 0 einen Ansatz mit einem modifizierten Strom I2 und für x ą 0 mit einem zusätzlichen
(fiktiven) Bildstrom I 1 im Medium.

~Bă “
µ0I

2

2π

¨

˝

´y
x´ d

0

˛

‚

1

px´ dq2 ` y2

~Bą “
µ0I

2π

¨

˝

´y
x´ d

0

˛

‚

1

px´ dq2 ` y2
`
µ0I

1

2π

¨

˝

´y
x` d

0

˛

‚

1

px` dq2 ` y2

Die Normalkomponente Bx und die Tangentialkomponente Hy sind jeweils stetig bei x “ 0.
Somit erhalten wir

I2 “ I ` I 1 ,
1

µ
I2 “ I ´ I 1

mit der Lösung

2I “ I2
ˆ

1`
1

µ

˙

“ I2
1` µ

µ

I2 “
2µ

1` µ
I , I 1 “

µ´ 1

µ` 1
I

Als nächstes bestimmen wir die Flächendichte des Magnetisierungsstroms auf der Grenzfläche.
Die Feldgleichungen liefern mit rot ~H “ 0 (es sind keine freien Ströme vorhanden)

rot ~B “ µ0 rot p ~H ` ~Mq “ µ0 rot ~M “ µ0
~jmag

Folglich springt die Tangentialkomponente By bei x “ 0 um µ0 mal der Flächendichte des
Magnetisierungsstroms Jmag

z , wobei dessen Richtung durch ~ex ˆ ~ey “ ~ez festgelegt ist.

Jmag
z “

1

µ0

“

Bąy ´B
ă
y

‰

x“0
“
pI 1 ´ I ` I2q d

2πpd2 ` y2q
“

Id

2πpd2 ` y2q

µ´ 1´ µ´ 1` 2µ

µ` 1
,

~Jmag “
Ipµ´ 1qd

πpd2 ` y2qpµ` 1q
~ez
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Die Kraft des magnetischen Mediums auf den Stromleiter ist die Gegenkraft zu der des Strom-
leiters (mit I) auf die Magnetisierungsflächenstromdichte.

~F

l
“ ´

8
ż

´8

dy ~Jmag ˆ ~BI

ˇ

ˇ

ˇ

x“0
“ ´

Ipµ´ 1qd

πpµ` 1q

µ0 I

2π

8
ż

´8

dy pd2 ` y2q´2

¨

˝

0
0
1

˛

‚ˆ

¨

˝

´y
´d
0

˛

‚

~F

l
“ ´

µ0I
2d2pµ´ 1q

2π2pµ` 1q
~ex

1

d3

π{2
ż

´π{2

dψ cos2 ψ

~F

l
“
µ0I

2p1´ µq

4πdp1` µq
~ex

wobei sich die y-Komponente zu Null integriert hat. Für µ ă 1 erhält man eine Abstoßung, was
bei Diamagneten und Supraleitern (µ “ 0) auftritt. Für µ ą 1 erhält man eine Anziehung, was
bei paramagnetischen Materialien auftritt.
Für das Feld eines Stromleiters vor einem Supraleiter (mit µ “ 0) gilt ~Bă “ 0 wegen I2 “ 0.
Mit I 1 “ ´I erhält man für x ą 0 folgende Magnetfeldkomponenten:

Bx “
µ0I

2π

"

y

px` dq2 ` y2
´

y

px´ dq2 ` y2

*

“
BΨ

By

By “
µ0I

2π

"

x´ d

px´ dq2 ` y2
´

x` d

px` dq2 ` y2

*

“ ´
BΨ

Bx

Längs der Magnetfeldlinien gilt:

dy
dx
“
By
Bx

oder Bx dy ´By dx “ 0 “
BΨ

By
dy `

BΨ

Bx
dx

mit der Funktion

Ψpx, yq “
µ0I

4π
ln
px` dq2 ` y2

px´ dq2 ` y2

Somit sind die Magnetfeldlinien durch Ψpx, yq “const. bestimmt. Die weitere Umformung

px` dq2 ` y2 “ pc` 1q2
“

px´ dq2 ` y2
‰

„

x´ d

ˆ

1`
2

c

˙2

` y2 “

ˆ

2d

c

?
1` c

˙2
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17 Aufgabe 14: Starr rotierende geladene

Kugel

zeigt, dass die Feldlinien nicht-konzentrische Kreise sind. Für die Mittelpunktsverschiebung x0 “

d
`

1` 2
c

˘

und den Radius r “ 2d
c

?
1` c eines jeden Kreises gilt der Zusammenhang

r2 ` d2 “x2
0 , wegen

4

c2
p1` cq ` 1 “

ˆ

1`
2

c

˙2

oder

r “
b

x2
0 ´ d

2

16 Aufgabe 14: Starr rotierende geladene Kugel

In einer starr rotierenden Kugel vom Radius R mit homogener Massendichte liegt eine Ladungs-
dichte proportional zu rn vor. Welchen Wert hat das anomale gyromagnetische Verhältnis?

Der Drehimpuls berechnet sich zu

~L “
3M

4πR3

ż

|~r|ăR

dV ~r ˆ p~r ˆ ~ωq “ Θ ~ω , mit Θ “
2

5
MR2

Die gesamte Ladung in der Kugel beträgt

Q “ ρ04π

R
ż

0

dr r2`n “ 4πρ0
Rn`3

n` 3

und das magnetische Moment hat den Wert

~m “
ρ0

2

ż

|~r|ăR

dV rn ~r ˆ p~r ˆ ~ωq “ µ ~ω

µ “ ρ0π

R
ż

0

dr r4`n

1
ż

´1

dξ
`

1´ ξ2
˘

“
4π

3
ρ0
Rn`5

n` 5
“ QR2 n` 3

3pn` 5q

Das gyromagnetische Verhältnis lautet somit

|~m|
ˇ

ˇ~L
ˇ

ˇ

“
µ

Θ
“

Q

2M

5pn` 3q

3pn` 5q

Der Annomaliefaktor ist

g “
5pn` 3q

3pn` 5q
“

5

3
´

10

3pn` 5q
ă

5

3

Den größtmöglichen Wert gmax “
5
3 erhält man, wenn die Ladung Q homogen über die Kugel-

fläche verteilt ist.
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17 Aufgabe 15: Selbstinduktivität eines Stromblattes

Man berechne die Selbstinduktivität pro Länge eines sogenannten Stromblattes. Das quaderför-
mige Raumgebiet, in dem der homogen verteilte Strom I in z-Richtung fließt, hat die (große)
Länge l, die Breite b und die (kleine) Dicke d.

Die Stromdichte hat die Form:

~jp~r q “
I

bd
~ez

für 0 ă x ă b , 0 ă y ă d , 0 ă z ă l. Damit berechnet sich die Selbstinduktivität folgenderma-
ßen:

L “
µ0

4πI2

ż

V

d3r

ż

V

d3r1
~jp~r q ¨~jp~r 1q

p~r ´ ~r 1 q

wobei V ein Quadervolumen ist. Wir erinnern zuerst an die Reduktionsformel:

1
ż

0

dx
1
ż

0

dx1 f
`ˇ

ˇx´ x1
ˇ

ˇ

˘

“ 2

1
ż

0

dξ p1´ ξqfpξq

In der die Gewichtsfunktion 1´ ξ vom Überlapp der Intervalle kommt:

1´ |ξ| mit ´ 1 ă ξ ă 1

Nach Transformation auf Einheitsintervalle r0, 1s erhält man für die Selbstinduktivität

L “
µ0

4π
l2 ¨ 8

1
ż

0

dξ
1
ż

0

dη
1
ż

0

dξp1´ ξqp1´ ηqp1´ ζq
“

b2ξ2 ` d2η2 ` l2ξ2
‰´1{2

“
2

π
µ0

1
ż

0

dξ p1´ ξq
1
ż

0

dη p1´ ηq

«

l ln
l `

a

l2 ` b2ξ2 ` d2η2

a

b2ξ2 ` d2η2
´
a

l2 ` b2ξ2 ` d2η2 `
a

b2ξ2 ` d2η2

ff

Wir betrachten nur noch die Terme, die mindestens linear in l sind und erhalten für die Selbst-
induktivität pro Länge

L

l
“

2µ0

π

1
ż

0

dξ
1
ż

0

dηp1´ ξqp1´ ηq
"

lnp2lq ´ 1´
1

2
ln
`

b2ξ2 ` d2η2
˘

*

“
µ0

2π

"

lnp2lq ´ 1`
25

12
´

2d

3b
arctan

b

d
´

2b

3d
arctan

d

b
`

b2

12d2
ln

ˆ

1`
d2

b2

˙

`
d2

12b2
ln

ˆ

1`
b2

d2

˙

´
1

2
ln
`

b2 ` d2
˘

*
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Wir entwickeln diesen Ausdruck für d ! b bis zur Ordnung d2 und erhalten

L

l
“
µ0

2π

"

ln
2l

b
`

1

2
´
πd

3b
`

d2

6b2

ˆ

ln
b

d
`

25

12

˙*

Für d “ 0 wird die Rechnung einfacher:

L “
µ0

π
l2

1
ż

0

dξ
1
ż

0

dζp1´ ξqp1´ ζq
“

b2ξ2 ` l2ζ2
‰´1{2

L

l
“
µ0

2π

#

l

3b2

´

l ´
a

l2 ` b2
¯

`
l

b
ln
b`

?
l2 ` b2

l
` ln

l `
?
l2 ` b2

b
`
b´

?
l2 ` b2

3l

+

Nach Entwicklung bis zur Ordnung l´2 ergibt sich:

L

l
“
µ0

2π

"

ln
2l

b
`

1

2
`

b

3l
´

b2

24l2

*

Bei der gegenseitigen Induktivität zweier paralleler Stromblätter (Dicke d “ 0, Breite b, Länge
l) muss noch der Abstand a in y-Richtung mit berücksichtigt werden.

L12 “
µ0

π
l2

1
ż

0

dξ
1
ż

0

dζ p1´ ξqp1´ ζq
“

a2 ` b2ξ2 ` l2ζ2
‰´1{2

Bei Beschränkung auf Terme mindestens linear in l:

L12

l
“
µ0

π

1
ż

0

dξp1´ ξq
"

ln 2l ´ 1´
1

2

`

a2 ` b2ξ2
˘

*

lautet das Ergebnis:

L12

l
“
µ0

2π

"

ln
2l

a
`

1

2
´

2a

b
arctan

b

a
`

1

2

ˆ

a2

b2
´ 1

˙

ln

ˆ

1`
b2

a2

˙*

Der (negative) Zusatzterm zur Selbstinduktivität pro Länge hängt vom Verhältnis λ “ b
a folgen-

dermaßen ab:

L12

l
“
L

l
`
µ0

4π

„ˆ

1

λ2
´ 1

˙

ln
`

1` λ2
˘

` 2 lnλ´
4

λ
arctanλ
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Bei großem beziehungsweise geringem Abstand a der beiden Blätter gelten die Näherungsformeln

a " b :
L12

l
“
µ0

2π

ˆ

ln
2l

a
´ 1´

b2

12a2

˙

a ! b :
L12

l
“
µ0

2π

ˆ

ln
2l

b
`

1

2
´
πa

b

˙

18 Aufgabe 16: Greensche Funktion zur Wellengleichung

Man leite die retardierte Greensche Funktion zur Wellengleichung durch zeitliche und räumliche
Fouriertransformation her.

Die inhomogene Wellengleichung zwischen Potential und Ladungsdichte lautet:

ˆ

1

c2

B2

Bt2
´∆

˙

Φpt, ~r q “
1

ε0
ρpt, ~r q

Wir machen einen Lösungsansatz mit der Greenschen Funktion

Φpt, ~r q “
1

ε0

8
ż

´8

dt1
ż

d3r1Gpt´ t1, ~r ´ ~r 1qρpt1, ~r 1q

und dieser verlangt
ˆ

1

c2

B2

Bt2
´∆

˙

Gpt´ t1, ~r ´ ~r 1 q “ δpt´ t1 qδ3p~r ´ ~r 1 q

Mit den Abkürzungen τ “ t´ t1 und ~R “ ~r ´ ~r 1 folgt
ˆ

1

c2

B2

Bt2
´∆

˙

Gpτ, ~Rq “ δpτqδ3p~Rq

Die Fourierdarstellung

Gpτ, ~R q “

8
ż

´8

dω
ż

d3k eipωt´
~k¨~RqĜpω,~k q

eingesetzt in die Wellengleichung liefert

8
ż

´8

dω
ż

d3k

ˆ

´
ω2

c2
` ~k 2

˙

eipωt´
~k¨~RqĜpω,~k q “

8
ż

´8

dω
ż

d3k
1

p2πq4
eipωt´

~k¨~Rq
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und somit findet man

Ĝpω,~k q “

„

p2πq4
ˆ

~k 2 ´
ω2

l2

˙´1

Die Rücktransformation vom pω,~k q-Raum in den pτ, ~R q-Raum berechnet sich wie folgt

Gpτ, ~R q “

ż

d3k

p2πq3
e´i

~k¨~R

8
ż

´8

dω

2π

´c2

ω2 ´ c2~k 2
eiωτ

Bei Auswertung des ω-Integrals mit dem Residuensatz muss man für τ ą 0 oben schließen und
für τ ă 0 unten schließen. Die Kausalität verlangt zusätzlich:

Gpτ, ~R q “ 0 für τ ď 0,

denn das Potential zur Zeit t darf nur von Ladungsdichten zu früheren Zeiten t1 ă t herrühren.

Daher müssen die Pole bei ω “ ˘c|~k| infinitesimal in die obere Halbebene verschoben werden.
Der Residuensatz liefert nun für das ω´Integral:

´ ic2

$

&

%

Res
c|~k|

eiωτ
´

ω ´ c|~k|
¯´

ω ` c|~k|
¯ ` Res

´c|~k|

eiωτ
´

ω ` c|~k|
¯´

ω ´ c|~k|
¯

,

.

-

“ ´ic2

˜

eicτ |
~k|

2c|~k|
`
e´icτ |

~k|

´2c|~k|

¸

“
c

|~k|
sinpcτ |~k|q

Mit Hilfe von Kugelkoordinaten im ~k-Raum und der Substitution ζ “ ´ cos θ, dζ “ sin θdθ erhält
man:

Gpτ, ~R q “

8
ż

0

dk
k2

4π2

c

k
sinpcτkq

1
ż

´1

dζeikRζ

wobei R “ |~R| ist. Das hintere Integral hat den Wert 1
ikR

`

eikRζ ´ e´ikRζ
˘

ˇ

ˇ

ˇ

ζ“1

ζ“´1
“ 2

kR sin pkRq.

41



Zentralübung Theoretische Physik II
19 Aufgabe 17: Elektrodynamik linearer

anisotroper Medien

Das verbleibende Integral wird unter Zuhilfenahme von einer trigonometrischen Formel gelöst.

Gpτ,Rq “
c

2π2R

8
ż

0

dk sinpkcτq sinpkRq

“
c

8π2R

8
ż

´8

dk rcos kpcτ ´Rq ´ cos kpcτ `Rqs

“
1

8π2R
Re

8
ż

´8

dkc
”

eikcpτ´R{cq ´ eikcpτ`R{cq
ı

“
1

4πR
Re

„

δ

ˆ

τ ´
R

c

˙

´ δ

ˆ

τ `
R

c

˙

Der zweite Term verschwindet, da τ ą 0 und R ą 0. Mit dieser Greenschen Funktion

Gretpτ, ~R q “
δpτ ´ |~R|{cq

4πR

erhalten wir das bekannte Ergebnis für das retardierte Potential

Φretpt, ~rq “
1

4πε0

ż

d3r1
ρpt´ |~r ´ ~r 1|{c, ~r 1q

|~r ´ ~r 1|

19 Aufgabe 17: Elektrodynamik linearer anisotroper Medien

Man bestimme für die makroskopische Elektrodynamik in linearen, anisotropen Medien die Ener-
giedichte w, die Energiestromdichte ~S, die Impulsdichte ~g und den Spannungstensor

Ø

T .

Die an den freien Ladungen geleistete Arbeit ist

dElad

dt
“

ż

d3r~jfreip~r, tq ¨ ~Ep~r, tq

Die Leistungsdichte ~jfrei ¨ ~E schreiben wir mit den makroskopischen Maxwellgleichungen um:

~jfrei ¨ ~E “ ~E ¨ rot ~H ´ ~E ¨
B ~D

Bt
“ ´div

´

~E ˆ ~H
¯

`

´

rot ~E
¯

¨ ~H ´ ~E ¨
B ~D

Bt

“ ´div
´

~E ˆ ~H
¯

´ ~H ¨
B ~B

Bt
´ ~E ¨

B ~D

Bt
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Für lineare, anisotrope Medien gilt

Di “ ε0εijEj pεij “ εji ist der symmetrische Dielektrizitätstensorq

B

Bt

ˆ

1

2
EiDi

˙

“
ε0

2
εij

ˆ

BEi
Bt

Ej ` Ei
BEj
Bt

˙

“
1

2

ˆ

BDj

Bt
Ej ` Ei

BDi

Bt

˙

“ ~E ¨
B ~D

Bt

Bi “ µ0µijHj pµij “ µji ist der symmetrische Permeabilitätstensorq

B

Bt

ˆ

1

2
BiHi

˙

“
µ0

2
µij

ˆ

BHj

Bt
Hi `Hj

BHi

Bt

˙

“
1

2

ˆ

BBi
Bt

Hi `Hj
BBj
Bt

˙

“ ~H ¨
B ~B

Bt

wobei Summen über doppelt auftretende Indizes nicht ausgeschrieben wurden. Somit erhalten
wir

B

Bt

˜

~E ¨ ~D ` ~B ¨ ~H

2

¸

` div
´

~E ˆ ~H
¯

“ ~́jfrei ¨ ~E

und identifizieren die Größen:

Energiedichte: W “
1

2

´

~E ¨ ~D ` ~B ¨ ~H
¯

Energiestromdichte: ~S “ ~E ˆ ~H

Die zeitliche Änderung des Impulses der freien Ladungen ist

d~Plad

dt
“

ż

d3r
”

ρfrei ~E `~jfrei ˆ ~B
ı

Die Kraftdichte ρfrei ~E ` ~jfrei ˆ ~B schreiben wir wieder mit den makroskopischen Maxwellglei-
chungen um:

ρfrei ~E `~jfrei ˆ ~B “ ~E div ~D `
´

rot ~H
¯

ˆ ~B ´
B ~D

Bt
ˆ ~B

“ ´
B

Bt

´

~D ˆ ~B
¯

` ~E div ~D `
´

rot ~E
¯

ˆ ~D ` ~H div ~B `
´

rot ~H
¯

ˆ ~B

Neben div ~B “ 0 wurden die folgenden Terme ergänzt:

´ ~D ˆ
B ~B

Bt
`

´

rot ~E
¯

ˆ ~D “

˜

rot ~E `
B ~B

Bt

¸

ˆ ~D “ 0
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welche gleich 0 sind, da die rechte Klammer gemäß einer Maxwellgleichung verschwindet.

Wir definieren als Impulsdichte: ~g “ ~D ˆ ~B

und als Spannungstensor: Tij “ DiEj `BiHj ´
δij
2

´

~D ¨ ~E ` ~B ¨ ~H
¯

Es ist zu zeigen, dass BiTij die j-te Komponente des Vektors aus vier Summanden ist. Für den
elektrischen Anteil ergibt sich:

Bi

ˆ

DiEj ´
δij
2
DkEk

˙

“

´

div ~D
¯

Ej `DiBiEj ´
1

2
pBjDkqEk ´

1

2
DkBjEk

Falls die beiden letzten Terme rechts gleich sind, haben wir die Übereinstimmung mit
”´

rot ~E
¯

ˆ ~D
ı

j
“ εikjεilm pBlEmqDk “ pδklδjm ´ δkmδjlq pBlEmqDk

“ DkBkEj ´DkBjEk

Es muss also gelten:

Bj

ˆ

1

2
~D ¨ ~E

˙

“ ~D ¨ Bj ~E

Diese Identität gilt bei einem linearen Zusammenhang der Form Di “ ε0εikEk (mit εik “ εki).

Bj

´ε0

2
εikEkEi

¯

“
ε0

2
εik ppBjEkqEi `EkBjEiq “

1

2
ppBjEkqDk ` pBjEiqDiq “ ~D ¨ Bj ~E

Der Anteil der Magnetfelder im Spannungstensor Tij ergibt sich einfach durch die Ersetzungen
~E Ñ ~H und ~D Ñ ~B.

20 Aufgabe 18: Strahlungscharakteristik des Dipols

Welche differentielle Strahlungsleistung eines Dipols hat die geringste Anisotropie?

Es gilt die Formel

dP
dΩ

“
µ0ω

4

32π2c
χ mit χ “ |~pˆ ~er|

2

Da ~p “ ~p1 ` i~p2 ein komplexer Vektor ist, hat man χ “ p~p1 ˆ ~erq
2 ` p~p2 ˆ ~erq

2. Dies stellt
zwei verschieden gewichtete sin2´Keulen dar, welche einen beliebigen Winkel einschließen. Wir
können jedoch vereinfachen, indem wir ausgehen von

~p 2 “ |~p 2|eiγ , ~p2 ` i~p2 “ p~b1 ` i~b2q ei
γ
2
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dann ist
´

|~b1 ` i~b2|
¯2
“ ~b1

2 ´~b2
2 ` 2i~b1 ¨~b2

reellwertig und ~b1 und ~b2 stehen aufeinander senkrecht. Nun lautet die Winkelverteilung

χ “
ˇ

ˇ

ˇ
ei
γ
2

´

~b1 ` i~b2

¯

ˆ ~er

ˇ

ˇ

ˇ

2
“

´

~b1 ˆ ~er

¯2
`

´

~b2 ˆ ~er

¯2

Wir wählen ~b1 “ b1~ez und ~b2 “ b2~ex. Mit dem Verhältnis r “ pb2{b1q2 erhalten wir

χ “ b21
“

1´ cos2 θ ` r
`

1´ sin2 θ cos2 θ
˘‰

“ b21χ̃

Die mittlere quadratische Abweichung berechnet sich mit der Substitution ξ “ cos θ zu

1

4π

ż

dΩ χ̃2 ´

ˆ

1

4π

ż

dΩ χ̃

˙2

“
1

4π

1
ż

´1

dξ
2π
ż

0

dϕ
”

1´ ξ2 ` r
`

1´
`

1´ ξ2
˘

cos2 ϕ
˘2
ı

´

$

&

%

1

4π

1
ż

´1

dξ
2π
ż

0

dϕ
“

1´ ξ2 ` r
`

1´
`

1´ ξ2
˘

cos2 ϕ
˘‰

,

.

-

2

“
1

16

1
ż

´1

dξ
“

8` 8r ` 3r2 ` 2pr2 ´ 8qξ2 ` p8´ 8r ` 3r2qξ4
‰

´
1

16

»

–

1
ż

´1

dξ
“

2` r ` pr ´ 2qξ2
‰

fi

fl

2

“
4

45
p1´ r ` r2q

Das relevante Verhältnis

Varianz
pMittelwertq2

“
1´ r ` r2

5p1` rq2
ist invariant unter r Ñ

1

r

wir leiten nach r ab:

d
dr

„

1´ r ` r2

5p1` rq2



“
p1` rqp2r ´ 1q ´ 2p1´ r ` r2q

5p1` rq3
“

3pr ´ 1q

5pr ` 1q
“ 0

Das Minimum liegt also bei r “ 1 und hat den Wert 1
20 . Der zugehörige komplexe Dipolmoment-

vektor ist in diesem Fall

~p “ b1

¨

˝

i
0
1

˛

‚
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und er wird von einer auf einem Kreis rotierenden Ladung realisiert.

~pptq “ Rq

¨

˝

sin pωtq
0

cos pωtq

˛

‚“ Re

»

–Rq

¨

˝

i
0
1

˛

‚e´iωt

fi

fl

21 Aufgabe 19: Thomson-Streuung

Man berechne den differentiellen und totalen Wirkungsquerschnitt für die Streuung langwelliger
Strahlung an freien geladenen Teilchen (Masse m, Ladung e).

Wir erinnern an die Formel

dσ
dΩ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pol

“
k4α12

p4πε0q
2
|~ε ˚ ¨ ~ε0|

2

die von einem induzierten Dipolmoment proportional zum elektrischen Feld der Welle ausgeht

~p “ α1 ~E0

Wir stellen zuerst die Bewegungsgleichung des geladenen Teilchens auf:

m 9~r “ e
”

~Ep~r, tq ` 9~r ˆ ~Bp~r, tq
ı

~Ep~r, tq “ Re
”

~E0eip
~k¨~r´ωtq

ı

, ~Bp~r, tq “
1

ω
~k ˆ ~Ep~r, tq ,

| ~B| „
1

c
| ~E|

Die Wirkung des Magnetfeldes ist um einen Faktor v{c unterdrückt und für kleine Wellenzahlen
kR0 ď 1 erhalten wir näherungsweise

m:~r » e Re
´

~E0e´iωt
¯

Der oszillierende Anteil der Bewegung ist

~rptqosz “ Re
“

~r0e´iωt
‰

mit der Amplitude

´mω2~r0e´iωt “ e ~E0e´iωt , ~r0 “ ´
e

mω2
~E0
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Das induzierte elektrische Dipolmoment ist dann

~p “ e~r0 “ ´
e2

mω2
~E0

und man erkennt den Proportionalitätsfaktor α1 “ ´ e2

mω2 . Gemittelt über die Anfangspolarisa-
tionen ~ε0 “ ~ex, ~ey und summiert über die Endpolarisationen

~ε‖ “
~ez ´ cos θ~er

sin θ
, ~εK “

~er ˆ ~ez
sin θ

erhält man für den differentiellen Wirkungsquerschnitt

dσ
dΩ

“
k4e4

p4πε0q
2m2c4k4

1

2

`

1` cos2 θ
˘

“

ˆ

e2

4πε0mc2

˙2
1

2

`

1` cos2 θ
˘

Um den Vorfaktor zu vereinfachen, vergleicht man mit dem Coulombpotential

e2

4πε0r
“
αh̄c

r
, α “

1

137,036
und h̄c “ 197,327 MeV fm

Die Größe λ “ 2π h̄
mc heißt Comptonwellenlänge. Somit kann man schreiben

dσ
dΩ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Thomson
“

ˆ

αh̄

mc

˙2 1

2
p1` cos2 θq

Für Elektronen mit m “ 511 keV ist λe
2π “ 386,16 fm und αλe2π “ re “ 2,818 fm wird „klassischer

Elektronenradius“ genannt. Der zugehörige totale Wirkungsquerschnitt ist

σtot “
r2
e

2
2π

1
ż

´1

dζ
`

1` ζ2
˘

“
8π

3
r2
e .

Man erhält für leichte Elektronen

σ
peq
tot “ 66,52 fm2 “ 66,52 ¨ 10´30 m2 “ 0,665 barn

Die Einheit barn “ 10´28 m2 “ 1barn wird in der Teilchenphysik häufig benutzt. Schwere Proto-
nen haben eine Masse von etwa Mp “ 938,28 MeV und der totale Thomsonquerschnitt reduziert
entsprechend zu

σ
ppq
tot “

ˆ

me

Mp

˙2

¨ 0,665 barn “ 0,197µbarn
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