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1 grad, div und rot in krummlinigen
Zentraliibung Theoretische Physik II orthogonalen Koordinaten

1 grad, div und rot in krummlinigen orthogonalen Koordinaten

u1, U2, ug seien krummlinige Koordinaten des R?

x(ul,uQ,U3)
7= 7(u,u2,us3) = | y(ui,uz, us)
z(u1, ug, us)

Betrachte das infinitesimale Bogenelement

o . o [OF oF oF 2
ds* =dr-dr= [ =—du; + =—dus + =—dusz | ,
ouy Ouo ous

das eine quadratische Form in dwuj, dus, dus ergibt. Die Definition der Tangentialvektoren lautet

L or
;=
ou;

mit =1,2,3
Orthogonale Koordinaten liegen vor, wenn
Bobm0=f By =i By, £-0 =0 fiic i #

Die Léangen der Tangentialvektoren sind

- | or  or :

Damit gilt fiir das infinitesimale Bogenelement

ds® = 2 du? + t3 du3 + 13 du3

mit den zusatzlichen Mafkfaktoren t?. Die normierten Basisvektoren lauten somit

| St

€i(u1, ug,uz) =

~+

)

Diese Einheitsvektoren ergeben (nach eventueller Umnummerierung von uq, ug2,ug) ein rechts-
héndiges Dreibein. Alle Vektorfelder V' werden bzgl. dieser normierten Basisvektoren entwickelt.

V(7) = Vi (u1,ua, u) + @Va(u, ug, us) + &Vs(ur, ug, us) Vi=V-¢g
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Der Gradient

Betrachte das totale Differential des Skalarfeldes

6Fd

ou;

3 3
dF:df’-gradF:Z: ui:Zﬁ-gradqui.
i=1 i=1
Per Vergleich ergibt sich

, OF ° »
i -grad F = Ft grad F' = i;(grad F)ieé;

(gradF . t_;) = L oF

ti Ou;

1
(grad F); = (grad F') - €; = -

Die Divergenz

ist iber den Gault’schen Satz definiert als

- 1 S

di - lim — .

vV vlollrgo Vol # dF-v
0 Vol

Der infinitesimale Quader hat 6 Flidchenelemente, diejenigen in Richtung Fé; sind

dﬁ = —51 tQ tg dUQ dU3
dF_: = 51 to (’U,l + dul, ug, U3)t3(ul + dul, ug, U3) dusg dU3

Das Volumenelement ist dV = t1tot3 du; dus dus. Damit ergibt sich fiir die Divergenz

1
t1tats dug dus dus '
{[Vi(u1 + duq,...)ta(uy + dug,...)ts(ur + dug,...) — Vi(u1)te(ug)ts(ur)] dus dus
+ [‘/Q(UQ + dus, ... )tl (UQ + dus, ... )tg(UQ + dus, ... ) - VQ(Ug)tl(UQ)tg(UQ)] duy dug
+ [V3(us + dug, ... )t1(us + dus,...)ta(us + dug...) — V3(us)ti(ug)ta(us)] dus dus}

divV =

Ergebnis: div in orthogonalen krummlinigen Koordinaten

.o 1 0 0 0
divV = 7t1t2t3 {am(vltztg) + T@(Vﬂﬂg) + au:))(Vgtltz)}

Der Laplaceoperator angewandt auf ein Skalarfeld F'(u1,ug,us) lautet folglich

po L [0 (LGP 0 (utoF\ | 0 (it oF

N t1t2t3 6u1 tl 511,1 &ug t2 8u2 6U3 t3 aU3
wobei auch erste Ableitungen von F' auftreten. Diese Formel gilt nicht fiir Vektorfelder, denn
Ae; # 0.




1 grad, div und rot in krummlinigen
Zentraliibung Theoretische Physik II orthogonalen Koordinaten

Die Rotation

Der Stokes’sche Satz besagt fiir ein infinitesimales Rechteck
dF otV = Fﬁ ar- v

Es sei

dﬁ = 53 tl t2 du1 d’UQ
dF otV = tqts dug dug(rot ‘7)3
= [Vl(UQ. ..)tl(UQ . ) — Vl(UQ + dug ...)tl(’LLQ + dUQ)] duy
+ [—Vg(ul .. .)tg(’ul .. ) + Vg(ul + dug .. .)tQ(UQ + dusg .. )] dusg
1 0 0
— [ =—(Vate) — —(V4t
t1t2 [ ( 2 2) 8u2( ! 1):|

(I“Ot ‘7)3 =

6u1

wobei die vier Beitriage von den Rechtecksseiten kommen. Weitere Komponenten von rot V erhilt
man durch zyklische Vertauschung von (123) [d.h. (231) oder (312)]. Die Rotation kann kompakt
als "Determinante"geschrieben werden:

€1 €y €3

tats tits tita
0 0

DS

rot\? =

ou;  Ouz  duz

Viti Vaoty Vitg

Zur Kontrolle

1[0 1 0F 0 1 0F
(rotgrad F)y = ;- [a <tta> " s (ttaﬂ -

divrot 7 = — {a[a(%,tg)—a(vgtg”

titats ( Oup | Oug ous
0 0 0
+ o [%(Vl t1) — TUI(VS t3)}
0 0 0
E [aul(VQh) - aUZ(Vlh)} =0

oF cos @ oF —psinp
t,=— = [sin =¢,, t,=1, t,=—= cos =pe,,
AP O‘P p p v~ 20 p X ¥ pPey

lo=1p, t,=¢€, t,=1
Das Vektorfeld V = V,€, + Vi€, + V€. hat die Divergenz

- 1|0 0 0 oV V 10V oV
divV == | 2w+ Lvo+ Lo = Loy Yo 20 2

op p P % 0z
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Im Fall der Kugelkoordinaten hat man die Mafsfaktoren
tr=1, ty=r, t,=rsind

divV = I [6(7’2 sinvV,) + 0(39(7“ sin9Vy) + a(r‘@)]

rZsind | or op
1o, 1 [o,. v,
o2 67“(r Vo) + 7 sin [819<Sln19v19) * op ]

Der Laplaceoperator in Kugelkoordinaten lautet somit

2
AF = L0 <7“28F> + L {sinﬁa <sin198F> + d F]

r2or or r2sin? ¥ 09 09 0p?
2 20 1
A = ﬁ + ;5 + ﬁAsz(ﬁ,gO)

wobei der Winkelanteil den Laplaceoperator auf der Einheitskugel S? bezeichnet. Es gilt die
Darstellung als ,Drehimpulsquadrat®

As2 = (F X 6)2
Rotation in Kugelkoordinaten

| J, . oVl 1] 1 oV, @
rotV = €y {M(smzﬂ@) - é’gp] + Linﬁ 0 5(7‘ VW)}

1|0 oV,
o |- 5

Berechne in Kugelkoordinaten

€y
r

+

(7Fx V) - (Fx V)¥ = 7. rot [ x grad ¥]
— t “67\11_“ 1 67\11
—TT %9 T “Ysing Op

d.h.
ov v _ 1 57\11
oo’ Y sin?d dg

Y SRt IS U .. A S A A
(1“><V)\I’—r[ro‘c(rxV\Il)]r—SiIM9 P s1n19619 +sin198<p2 = Ag2(V, )W

2 Helmholtz'sches Theorem

Ein (hinreichend schnell fiir |7] — oo abfallendes) Vektorfeld W (7) kann aus seiner Quelldichte
p(7) = div W (7) und seiner Wirbeldichte g(r) = rot W (7) folgendermafen eindeutig berechnet
werden:
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W (7) = —grad. U d%’%] + roty U d%W)/J

Ar|F — T Ar|F — T
= Wl(f) + WQ(’F) ,
Wi(7) = —grad o(7), Wa(F) = rot A(7)

Ausgangspunkt fiir die Ableitung ist die Formel:

S 1 1
(=) = =4~ e

und die ,triviale” Darstellung

o N3 o W (7’
W(r) = Jdgr’W(r’)(Sg’(r — 71 = —A;Jdgrzm \f’(— 3:,/‘
Mit —A = — grad div + rot rot erhélt man:
: W () &P o 1
= divy | d%/ = W (') - grady ———-
#(7) ””f e f I V) -erady g
Mit V|7 — 7| 7" = =V |F — 7| 7" und der Formel

div (df) = (diva) f + @ - grad f

wird hieraus

a3 | div, W () W (")
L i
2 fzm { = T\ F =]

Mit dem Gaufsschen Satz ergibt der zweite Term ein Oberflachenintegral, welches verschwindet,
2 L — 0,dh. W (7) ~ r'~1=¢. Ebenso erhalten wir
r’'—00

W (7"

wenn r

- 3 W () A - 1
A(F) = I'OtFJ‘ = = f . W (7) x grad

A |7 —

el
und mit der Formel

rot(fu) = (grad f) x 4 + frotd

beziiglich 7/ folgt hieraus

- d*r’ | roty W (i) W (i)
A(F) = — roty
") fzm [ . <|F—F’|




3 Aufgabe 1: Potential, Feld, Energie einer
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Der zweite Term kann in ein (verschwindendes) Oberflachenintegral iberfiihrt werden.

div (i x €) = &-rotu fiir jeden konstanten Vektor €
JdVrotﬁ: # dF x @
ov

Variante des Helmholtz'schen Satzes

Im Volumen V seien die Quelldichte p = divW und die Wirbeldichte g = rot W gegeben.
Zudem seien die_)Werte des Vektorfeldes W auf der Randfliche F' = 0V vorgegeben. Dann ist
das Vektorfeld W (7) fiir 7€ V eindeutig bestimmt.

W (7) = — grad (7) + rot A(7) reV

—5\ p / )
qv——J qF’. 20 )
() = J 47T\7“—r’\ § 477\7“—7”’\
v

und

R P . W (7'
A7) = Jdv’gi;) - fﬁ i« )
1%

3 Aufgabe 1: Potential, Feld, Energie einer radialsymmetrischen
Ladungsverteilung

Die Gesamtladung Q sei radialsymmetrisch und exponentiell abfallend ~ e~"/% im Raum verteilt.
Berechnen Sie das elektrostatische Potential (i), das elektrische Feld E(r)e, und die im Feld
gespeicherte Energie W.

o0 e}
Q= 47Tp0f drr?e™/* = 47 pya® Jdﬁ £2e¢
0 0
]

=2!
nach der Substitution r = &a.

Q

8mega’

po =
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3 Aufgabe 1: Potential, Feld, Energie einer
radialsymmetrischen Ladungsverteilung

Mit dem Gaufsschen Satz ergibt sich

T
4 B(r) = am J dr’ 2 poe
€0
0

Q

8megadr?

—r'/a

E(r) =

Somit lautet die elektrische Feldstarke

[—a(r' 24 2ar + 2a2)efr//a]

r'=r

/=

Q

E(r) =

4megr

2
_ ~ e /e
1= (1 g ) o)

Das zugehorige Potential E(r) =

—¢'(r) ergibt sich zu

Q

[1—(1

471'60

c5)e]

Alternativ kann man die Poissongleichung losen (r¢’ + @) = ro” + 2¢'

2 1 d2 Po
Aw = O 4o _ -2 _ _FPO —r/a .
0 =)+ 29() = 5 (re(r) = ~ e r
d pPoa —r/a _ IOOCL2 —r/a
dr( ro(r)) = - —(r+ae , re(r) = - [(Za + e 2a]

Damit ¢(0) endlich ist, muss die Konstante 2a subtrahiert werden. Man erhalt:

Q[l

dregr

(1)

Die im E—Feld gespeicherte Arbeit berechnet sich aus

T

0
1 2\ _ 2

1 21

— ( )ex+<x2+5x+

T 2

Die Auswertung bei x = o0 und = = 0 ergibt

67235]

o(r) =

Q2

87‘(‘60

dr—

r

o0
W = QWEof drr2E(r)? =

el
St

871'50

87750a

21
1 _
T

5

1
—lim —[-14+2e7% —
0 im [ + 2e 16

z—0 T

INEE

der Energiedichte w(7) = %OE?

2

2
+ 2T2> er/“} (subst.: 7 = ax)

0

3

—2x

8

[§]
+

)
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Die I’Hospital Regel bestimmt den Grenzwert als # = 0.

5Q° aQ? . ) 3
W= = t a=—=0,15625 N
128mwega  4mega mit o 32 ) QVollkugel 5

Nebenrechnung:
© o @ Lo
fd€€265=—£2e5 + f de2ge™ = —2¢e™¢| + f de2e—€ = 2!
0 0

0 0 0
0¢]

allgemein: de e ¢ = nl
0

4 Aufgabe 2: Homogen geladener, diinner Stab

Die Ladungsdichte eines diinnen, homogen geladenen Stabs (Ladung ¢ und Léange 2a) ist
q
p(r) = 5 0(x)d(y)d(a — =)

Wegen der axialen Symmetrie hingt o (7) nur von p = /22 4+ y2 und z ab:
a
J A2 [22 +y* + (= — 2)?]

—a

- [ ()

N|=

o(p,z) = Fy—

Z'=a

zl=—a

q VRt (z+a)P+z+4a
In

2
S0(/)72):8”80 pPP+(z—al+z—a

10
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Auf den Aquipotentialflsichen gilt:
p2+(z+a)2+z+a:c< p2+(z—a)2+z—a> :
2
(Ve + G+a — eV + (= a)?) —[z—(c—1) —alc+1)]* =0,

2
VP2 + (z+a)2/p? + (2 +a)? = 2? — a?

+ 2+,
2 1 P 2 1 2 1
alc+2+—-)=—|c"-24+ 5 |+2"(c—24+—-],
c 4 c? c

2

1
2c p?

_l’_
c—1 \? N c—1 1
NI R
2a+/c P alc+1)
Diese Gleichung beschreibt Rotationsellipsoide mit der Halbachse b, = 2a+/c/|c—1]| in p-Richtung
und der Halbachse b, = a(c + 1)/|c — 1| in z-Richtung

by<b,, denn 2ye<c+1, de<c®+2c+1
=0<c®—2c+1=(c—1)>

Wegen b2 — bf, = a® handelt es sich um konfokale Ellipsen.
Fiir Feldlinien gilt d7 || E(7). Das elektrische Feld hat die Komponenten:

E,=0
; )
2 —a)2
PR P ra) e —a
dp  8mepa pP+(z—a)2+z2—a
4 Pt (2 - — (:—ap e
8meoap P2+ (2 —a)? <\/p2+(z—a)2+z—a>
_ o« p2+(z—a)2—z+a_(a_>_a)
8megap P>+ (2 —a)?

B _ q zZ+a B zZ—a
P 8repap \/p2+(z+a)2 \/p2+(z—a)2

11
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Z—Qa
dp ¢ p*+(z—a)? i
0z  8mepa pP+(z—a)’+z—a

E, =

—(a - —a)

. q 1 1
T 8mega |2+ (z—a)?  AJp+ (z+a)?

Léngs der Feldlinien gilt (dp,dz) || (E,, E;) oder E.dp — E,dz = 0

E

Wir werden diese DGL durch Multiplikation mit einem integrierenden Faktor g(p) l6sen:
dF(p,z) = g(p)E-dp — g(p)E,dz = 0, = F(p, z) = const.

Integrabilitdatsbedingung

S lap)E + 5 [90)E,] =0,

oF, 0E,

9(p) 7~ + g (p)E, + g(p)Tp =0

Mit divE = 0 = aa—b;” + % + % vereinfacht sich zu

E
9 (p)Ep — g’(ﬂ)f oder ==

mit der Losung g(p) = p. Setze nun F(p, z) = 87rgoaf(p, z) und es folgt mit g(p) = p

of _ P B P
op AP+ (z—a)? A/p?+(z+a)?
&i z—a z+a

0z Pt GE—a? Pt (zta)?

Der zweite Term entsteht durch die Ergdnzung —(a — —a). Die zugehorige Stammfunktion ist

f(p,2) =P+ (2= a)2 = /P2 + (2 + a)?

Die Gleichung der Feldlinien in der pz-Ebene lautet

ViR —(z—a)2 —+/p*+ (2 +a)? = —2ad, mit|d <1
2
p2+(z+a)2=—§—ad

1
p? + 22 (1— d2> =a%(d*-1)

(o) - (M) -1

12
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Es handelt sich um Hyperbeln.
Die im E-Feld gespeicherte Energie berechnet sich zu

W = ?fd%EQ = 2waofdppfdz [EZ + EZ]
0 0

2
S [ 4In2 +4(In2—-1-1In /12] (numerisch berechnet)

32mega —
von z>a,p>0

von 0<z<a, p>kKa

q2

8mepa

(2In2—-1—1Ink)

Der Term Ink divigiert logarithmisch bei radialer Anndherung an den Stab bis pmin = ak.
Alternativ kann W aus der Ladungsdichte berechnet werden:

1 1
d3 3 lp _jp ’r fd fd !/
~ 8meo j f |7 — 77 327T€0a S 1€ ¢
G -

Der Uberlapp bei Verschiebung der beiden Intervalle [—1,1] um b ist 2 — |b| mit —2 < b < 2.
Man erhalt die Reduktionsformel:

1 1 2
Jldﬁ[déflf ¢)) - 2ofdb2—b

In unserem Fall ergibt sich
2
—b
J — = 4(In2 -1 —1Ink + k)

, was konsistent mit dem Ergebnis der vorherigen Rechnung ist. Die Coulombenergie eines ho-
mogen geladenen Zylinders ist gegeben durch

Q* J 3 J 3 -1
= d°r a7 =7’
8 €0 (ﬂ' hR2)2 | |

Zylinder Zylinder

1
402 1+ 1+ 222
W(s) = 2? W Jdm x(arccosz — z/1 — x2) [s:c — V14 s222+1n S e
m2e ST
0

mit dem Verhiltnis s = 2% von Radius R und Hoéhe h. Fiir kleine s hat das Integral die
Entwicklung

3 64s 2 4

13
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Welche sphérischen Multipolmomente hat die vorgegebene Ladungsdichte
q
p() = 58(2)3(y)O(a —|2[)?

a

Qun = | @001 Y5,0,) = b [ sl

—a
A+1
q + !
= 450 d
2a" ™ 4 J =z
—a

wobei Pj(1) = 1, Py(—1) = (—1) benutzt wurde. Fiir ungerade [ verschwindet das Integral
und fiir gerade [ erhélt man

g4l + 1a?
VAT(20 4+ 1)

Die Fernfeldentwicklung des Potentials des geladenen Stabs schreibt sich in der Form

20+1
47

Fi(sign (2))

Q21,0 =

o(r,9) = —L S _a” Pacosd) __ 1 ln"”COSﬁ+a+\/7“2—|—a2+2arcos19
’ 471'50 = 7=2l+1 20+ 1 871'50& TCOSQ9_G+\/T2+G2—2(ZTCOS§

5 Aufgabe 3: Potential eines Wiirfels

An den 8 Ecken eines Wiirfels der Kantenlinge 2a sind abwechselnd Punktladungen +¢ und
—q angebracht. Berechnen Sie das asymptotische Verhalten des Potentials in grofer Entfernung.
Was ergibt sich umgekehrt in der Umgebung des Wiirfelmittelpunkts?

z

+q -q

14
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Der reziproke Abstand ist

und die Taylorentwicklung

1 t 32 5t3
1+t 2=1— -+ — — —
(L+1) 2 + 8 16 +
ergibt
qv qy a 3 2 a2 1 3 a3
=<1 -+ = —1)—= 4+ =(5s82 —9s,) —= +...p.
— r{ pad (2o L (s 0m) G+
Nach den Summationen
8 o0 8 8 Ty2
Z Qv = 07 Z Sy = O, Z QVS?/ = 07 Z QVSE = 4SQT
v=1 n=1 v=1 v=1 r
erhalten wir
B(F) — 1 548¢ xyzaj _ 30qa? Yz

dmeg2 13t weg 17

in Kugelkoordinaten:

30ga® sin? 9 cos ¥ sin p cos @
4
,

O(r, 9, ) =

TEQ

Wir driicken nun die Winkelabhéngigkeit durch Kugelflichenfunktionen aus und erkennen |m| =
2und =3

1
Py(6) = 5 (56" = 3¢) . PyY(&) = 15¢
cos ¥ sin? ¥ sin ¢ cos p = %Pf) (cos ) sin? ¥ sin 2¢
= éPy) (cos¥)sin® ¥ (e 2% — &%)
i |47 5!
“o\V 7T [Y3,—2(9, ) — Y32(9, ¢)]

- Z\/E [Y3,_2(9, ) — Y32(0, ¢)]

15



6 Aufgabe 4: Zweidimensionales Potential und
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Das Potential schreibt sich

D7) = o 2iga’ |20 [V, (0, ¢) — Yaald, )]

und die fiihrenden sphérischen Multipolmomente sind somit

210

Q32 = —Q3 2 = —2iga’ —

In der Nédhe des Wiirfelmittelpunkts gilt die Entwicklung

1
1 L2 r2\ "2
= _— 78 —
|7:;/ — ’F] \/ga 3a v 3@2

qu qy r 1,5, r2 1 3 r3
- 148y + = (s2— 1) = + — (555 — 9s,) — +...
o ﬁa{ bt b e L (s 0a) T+
Damit ergibt sich fir |7] « a:
1 5 10v/3q
O(f) = ———~—48 = —
(7 4meg 54+/3at ary= 27megat ryz

6 Aufgabe 4: Zweidimensionales Potential und Summation einer
Fourierreihe

Wir suchen Losungen der zweidimensionalen Laplacegleichung
02 02
Ao =|—+—-—|P =
2 <6x2 + ayQ) (.’IZ‘, y) 0
durch einen Separationsansatz.
O(z,y) = X(@)Y(y), X"@)Y(y)+X(@)Y"(y)=0

LX) YW
X(@) " Y(y)

=0

X"(z) = —a?X (z) wird von X (z) = e und Y"(y) = o?Y (y) von Y (y) = et gelost.

Die Randbedingung ®(0,y) = 0 = ®(a,y) schrinken die X(z) ein auf X, (z) = sin "2% mit
n e IN.

Der Ansatz zur Losung des Randwertproblems ®(z,0) = U lautet

0
. nNmx _=mny
O(x,y) = Z Cn 8in ——e" e

n=1

16



6 Aufgabe 4: Zweidimensionales Potential und
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Die Koeffizienten ¢, sind bestimmt durch

0
O(z,0)=U = Cn sin
a
n=1
a
U r=a U 0 B
_Ua o T _va 1-(-1)™) = Z Cnf da [COS m(n —m)x ~ cos (n+ m)x}

™m a |,_g M =2 a a

Es gilt: ¢, = % fiir ungerades n, ¢, = 0 fiir gerades n. Es ergibt sich fiir 0 < z < 7 die Identitat

4 i sin (2n + 1)z

1= =
T 2n+1

n=0
Setze fiir den Nachweis e = (.
0 CQn+1 1

n:02n+1 2

. S
n=1

n

was jeweils eine logarithmische Reihe darstellt. Dies ergibt weiterhin

zélm[—ln(l—C)len(l—kC)] =;Imln1_C

1 1+cos¢+isin¢ 1 sin? ¢ — sin? ¢ + 2isin¢
= _—Imln ——— = —Imln 5
2 1—cos¢—isin¢ 2 (1 —cos(¢)? +sin°¢
1  Si 1 ‘
= —Imln ising _ —Imln (e'2 - reell positiv) =%

2 1—cos¢ 2

Nun kénnen wir die Reihe fiir das Potential im Bereich 0 < z < a,y > 0 aufsummieren, wobei
z = e™(iz=Y)/a gogetzt wird.

4U 1 ; 4U no2U 1
@(%3/) = 7 Z *Imeﬂ-(lwiy)/a = — Z i = 71111111 te
n ungerade nungerade

_ ok
:glmln (1+2)(1 2z )
m 1 - 2]

Mit der folgenden Nebenrechnung

e LMY .. TX
1— |22+ 2 Imz=1—e 2™/ 4 2jsin —e ™/ = 2e7™/2 [Slnh ™ 4 isin —]
a a a
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7 Aufgabe 4: Zweidimensionales Potential und
Zentraliibung Theoretische Physik II Summation einer Fourierreihe

erhalt man das Ergebnis

2U sin =%
®(z,y) = — arct a
(x,y) —arctan — - 7

Auf Aquipotentiallinien gilt ®(x,7y) = const., somit
a x a x T
y = — arsinh (csin L) =—1In [csinﬂ- + 4 c2 sin? ™ + 1}
T a T a a

Die elektrischen Feldkomponenten berechnen sich zu

B, - 0® 22U T cos ™% /sinh 7¥

A - 2T /1.2 Y
ox 7 1+ sin® T /sinh® 7¥
. . 192
2 00 _g—gcosh%y sin 7% /sinh” 7¥
v oy T 1 + sin® 72 /sinh? 7¥

Léangs der Feldlinien gilt die Differentialgleichung

dy E,  tanZ

— a

dz  E,  tanh o
Diese DGL hat getrennte Variablen
Etanhlydy = —Etanﬂ—x dx
a a a a

T T
In cosh T _ In ‘cos —‘ + const.
a a

coshﬂzfy’cosg‘ mity > 1
a a

y=aln['y‘cosm’+4w?c082m—l}
i a a

Die Influenzladungsflachendichten auf den Metallplatten sind (U > 0):

i) auf der Bodenplatte bei y = 0 (7 = €,):

) . 2eoU  sin ™ cosh ¥ 2e0U
OBoden () = lim eg By (x,y) = lim — — 7 = 7z > 0
y—0 y—0 a sin® T¥ 4 sinh 7‘” asin TF

ii) auf der linken Seitenplatte bei z = 0 (7 = €,):

2€0U
Olinks (y) = €0Ex(0,y) = ~asinh 7 <0
iii) auf der rechten Seitenplatte bei x = a (7 = —é):
2€0U
Orechts(Y) = —€0Ea(a,y) = —m = Olinks(Y)

18



7 Aufgabe 5: Felder in der Nahe von Spitzen,
Zentraliibung Theoretische Physik II Kanten und Ecken

7 Aufgabe 5: Felder in der Nahe von Spitzen, Kanten und Ecken

Bekanntlich sind elektrische Felder in der Ndhe von Spitzen besonders stark. Zum qualitativen
Verstdndnis betrachten wir zwei geladene Metallkugeln, die miteinander verbunden sind. Das
Innere der Kugeln ist E—feldfrei. Die Oberfldche ist eine Aquipotentialfliche. Sei Ry, « R,.

Qu Qs Qi Q

= = d; = =
@ 47T60Ra b 47T€0Rb = Ra Rb

Es sei noch die Gesamtladung @Q = @, + @y vorgegeben.

—Qu(1+30) Qu=rt, Q=
Q Q ( +Ra> Q R, + Ry Qb R, + Ry
Die Feldstarken auf den Oberflachen sind
Qa Qb
a = ; Ey =
41 €0 R(QZ b 47 EoRg
2
@ — @ & — & > 1
Ea Qa Rb Rb

Die Feldstéarke in der Nahe der kleinen Kugel ist sehr groft. Nicht beriicksichtigt wurde in die-
ser rein qualitativen Betrachtung die gegenseitige Beeinflussung der geladenen Kugeln. Bei zwei
gleichen Kugeln vom Radius a mit Mittelpunkten (0,0, +a) lautet der Ansatz fiir das axialsym-
metrische Potential

o0
aj
o(r,9) = ) i1 Pa(cos )
=0

Die Koeffizienten a; sind aus der Randbedingung (bei r = 2a cos ) zu bestimmen.
Nun soll das E—Feld in der Nahe von Kanten bestimmt werden. In Polarkoordinaten hat der
Laplaceoperator die Form

A-ﬁ_;,.li_ﬂ,.iﬁ
2T 002 pop p20g?

Wir wihlen zur Losung der Laplacegleichung A9® = 0 einen Separationsansatz: ®(p,p) =

R(p)¥(p)
2 / "
P v, R v
— | R — — =0
R< *p) v

Die Losungen lauten ‘\Il(gp) = ay, cos (vy) + By sin (vy) ‘ . Mit dem Potenzansatz R(p) = p* er-

halten wir

P> [ — 1) + ] = v
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7 Aufgabe 5: Felder in der Nahe von Spitzen,
Zentraliibung Theoretische Physik II Kanten und Ecken

und es folgt

R(p) = ayp” + byp™"”

Im Spezialfall 4 = 0 hat man die Losungen R(p) = ag + bo ln p.
Der Winkelbereich ist auf 0 < ¢ < 8 eingeschrankt und die Randbedingung fiir Metallplatten

lautet ®(p,0) = ®(p, B). Ferner soll sich am Ursprung keine Ladung befinden.
™
b,=0, v=—, nelN
B

Die allgemeine Losung lautet

0
S(p,p) = U+ ), anp™"’ sin% =U +ap"” sin% +...

n=1

wobei die ersten zwei Terme fiir kleine p dominieren. Die zugehorigen Felder sind

0P Tay 1. TP

E z——z——p”/ﬁ Lsin =2

" op B B
10® Tay _ TP
By,=—=" = —— "/ cos —2
Y pop B B

Die Flachenladungsdichten bei ¢ = 0 und ¢ = 3

Ta B Ta1 g
a(p,0) = e0E,(p,0) = —fp’r/ﬁ Y, olp,B) = —e0By(p, B) = —710 /A1

sind gleich.
Bei verschiedenen Winkeln nimmt die Feldstéarke in der Kante unterschiedlich stark zu:

Winkel | Stérke des Feldes
T 3
T|P
3 |P
7 | 1 (bekannt von der ebenen Platte)
_1
e
27 | p 2

Fiir die Kante eines gefalteten Blatts (8 = 27) hat man das singuldre Verhalten
E, ~ p*% sing , By~ p*% cosg

Die Influenzladung pro Lénge in endlichem Abstand p von der Kante ist wegen

20



Zentraliibung Theoretische Physik 11 8 Aufgabe 6: Thomson’scher Satz

endlich. Das E—Feld wird fiir jede Konfiguration mit 3 > 7 sehr grof an der Kante: £, , ~
p™/P=1 In der Nihe der Kante des gefalteten Blatts (mit 5 = 27) gilt:

D(p,p)=U + al\/ﬁsing

Auf den Aquipotentiallinien gilt folglich

2
¢ ¢ Das sind Parabeln

~ sin? /2 T 1—cosg

Die Feldlinien sind bestimmt durch

d E d
P2 _tan? —pztanfdgp
pde E, 2 p 2
In p = const. — 2lncos§
c 2c )
p= = und das sind ebenfalls Parabeln.

29
cos* 5 l+cosgp

Im allgemeinen Fall hat man mit A =

I3

psin Ap = const. = Aquipotentiallinien p = ¢|sin )\cp\_l/”\

Daraus ergeben sich die Feldlinien iiber

d 1
2P _ tan Apde, Inp = const. — X In cos Ap
p

p = |cos Ap| M

8 Aufgabe 6: Thomson’'scher Satz

Es seien n Leiter mit Volumina V; vorhanden, deren rdumliche Anordnung und Ladungen Q;
vorgegeben seien.

Auferhalb der Leiter befinde sich eine feste dufere Ladungsdichte p,(7), welche das Potential
®,(7) erzeugt.

Die potentielle Energie dieser Anordnung ist gegeben durch:

T ] [ AR ] vt
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Zentraliibung Theoretische Physik II 9 Aufgabe 7: Draht neben geerdetem Zylinder

Die vorgegebenen Gesamtladungen in den einzelnen Leitern sind:
Qi = dePi(F )
Vi
Wir minimieren die Energie W durch Variation der Ladungsdichten p;(7) bei festgehaltenen La-
dungen @Q);. Die zu den Nebenbedingungen gehérenden Lagrange-Multiplikatoren seien A1, ... , A,

Variation: p;(7) — pz(f) + &mi(7)

0= aek < Z A Q )
alle ;=0
" 1
S [ av | av' e (a7 + 85y ()
- b

" 8reg 4
Oz,] lvi

N n
+ 30 [ v s 72 J AV S(7)
i:IVi i=1 Vi

/) = p;
f AV (7) ng > f av’ Tﬂ_ 7+ @a(r) = A
Vi i=1 V;

Die Bedingung fiir 7€ Vi, k = 1,...,n lautet:

o(7) +

>,‘ = A¢  (konstant)

]' zn: f dV/ p](r/
471'80 - ‘F— d
7=1
Vj

Das dubere Potential in V; plus das Potential aller Ladungsdichten p; in V; ist konstant. Die
Konfiguration minimaler (potentieller) Energie ist also diejenige, bei der sich die Ladungen in
den Leitern so verteilen, dass in jedem Leiter ein konstantes Potential vorherrscht.

Die ist physikalisch einleuchtend, denn die Ladungen innerhalb der Leiter werden sich so verteilen,
dass diese kréftefrei sind.

E() =0 firFeV,,
p(7) = divE(7) = 0 fiir 7e V;

Die Ladungen @); sammeln sich auf den Oberflichen F; = 0V;

9 Aufgabe 7: Draht neben geerdetem Zylinder

Vor einem geerdeten Metallzylinder befinde sich (parallel ausgerichtet) ein gerader, homogen
geladener Draht. Der Draht habe von der Symmetrieachse des Zylinders (der z—Achse) den
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Zentraliibung Theoretische Physik II 9 Aufgabe 7: Draht neben geerdetem Zylinder

Abstand rg und der Zylinder habe den Radius R. Es bezeichne A, die Spiegelladung pro Lange
mit dem Ansatz As = aA. Der Abstand der Spiegelladung von der Symmetrieachse sei rs mit
rs < R <rg.

Fiir das E—Feld in Abwesenheit des Metallzylinders ergibt der Gaufs’sche Satz fiir einen Zylinder
mit Radius r und Hoéhe h den Zusammenhang:

hA A
2nrhE =— E -
mrhEy(r) o’ o(r) Imeor
Nach Verschiebung auf der x—Achse um rq:

T —To

- A 1

Eq(7) = S

() 2meg g (x—19)? + y?

Nach Addition des E—Feldes des mit A\s = a\ geladenen Spiegeldrahts im Abstand r, ergibt sich
{(($—T0,y,0> +a(1’_"”57ya0) }

- A
E(f) =
) x —19)? + y? (x —7s)? +y?

271'60

Auf dem Zylinder hat man den Tangentialvektor
- [~y l
~(J)a
und den Normalenvektor
L (x\ 1
-, 7
Es gilt die Bedingung ¢ - E =0 auf 2% + y? = R?

1 f—zy+roy+azy —zY + ry + xY _0
R | R? + 13 —2rox R2 + 172 —2r,x ’

To (R2 +r%— 2xrs) + ars (R2 +rg— ero) =0

Letzteres gilt fiir alle —R < z < R, somit
—2rors(a+1) =0 a=-—1
Es verbleibt eine quadratische Gleichung fiir 75 zu l6sen

70 (R2 + T?) =7 (R2 + 7’8)

R? + 12
r2—r, V4 R?= 0,
S
To
R?+12\°  R'+42R¥2 4 r} — AR}
rs — = 5
2rg 4rg
R? 472+ (R? — 12 R?
re = 0 ( 0) re=— <R T0T5=R2
27"0 To
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Zentraliibung Theoretische Physik II 9 Aufgabe 7: Draht neben geerdetem Zylinder

Die Abbildung

x R? x R?
R S— , komplex z — — |
y) 2 +y*\y z*

ist eine ,Spiegelung am Kreis. Die auf dem geerdeten Metallzylinder influenzierte Flachenla-
dungsdichte berechnet sich zu

O’=€0ﬁ-E=

A R? — zrg R? — 2z,
2rR | R2 + 1 —2zrg  R%? + 712 — 2arg

Mit der Umformung

R* R?> R?
R2+r§—2a:7'5=R2+—2—2:c— = —2(7’(2)—1—R2—2xr0)
i ro i

wird der gesamte Zahler zu

Man setze noch x = R cos ¢ und das Ergebnis lautet

A R-wm
© 2r R2+ 13 — 2Rrgcos ¢

o(p)

Die influenzierte Ladung pro Linge berechnet sich durch Integration iiber den Kreis zu

2
. A R? —rd)2r
Azfd(pRo(go)z% ( ) 0) =)\
) \ (B2 +13) — (2Rro)?
wobei zur Losung des Integrals
2
jd 1 _ 2msign (A)
PA+ Beos ¢ JAZ_B?
0

benutzt wurde. Wenn der Metallzylinder isoliert wird, miissen wir nur die homogene Flachen-
ladungsdichte ﬁ addieren

A R —rgcosyp
7 R2 +r¢ — 2Rrq cos

o(p) =
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Zentraliibung Theoretische Physik II 9 Aufgabe 7: Draht neben geerdetem Zylinder

Das resultierende gesamte E-Feld ist nun:

R2 0
E’*i (LIZ‘—TO,:%O) + (x_ﬁ,gh ) - (l’,y,O)
27 (l‘—?"o)2+y2 (l’—%)2+y2 352+y2

Die Kraft pro Lénge, die vom isolierten Metallzylinder auf den geladenen Draht ausgeilibt wird,
errechnet sich iiber

2

F -
7= —f de Ro(p) Eo(z = Rcosp,y = Rsiny)
0
2
MR Jd (rocos¢ — R)(Rcosp — rg, Rsin ¢, 0) 2
= 5re 2 ~
2m2eg J (R? + 1% — 2Rro cos p)
denn
2m ( . . )
sin p, sin p cos ¢
d = (0,0
f L p—— (0,0)

weil ¢ und 27 — ¢ genau entgegengesetzte Beitriage liefern.
Mittels Partialbruchzerlegung des Integranden beziiglich cos ¢ erhéalt man schliefllich

F XX -R
— =

2meg g (r% — RQ) Co

welche fiir alle Abstédnde rg > R anziehend ist. Die verwendete Partialbruchzerlegung lautet:

(3 Y
(R? + 1% — 2Rrq cos 90)2

(rocosp — R)(Rcosp —rg) 1
(R? + r¢ — 2Rrg cos @)2 4Rro

und das Integral iiber den zweiten Term wird mit folgender Formel berechnet

27 27

Jd 1 __dfd 1 o d 2 2ma
7 (a —cosp)?  da (Pa—cosgo - daveZ -1 (a2 — 1)%

0 0

wobel a > 1 ist.
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Zentraliibung Theoretische Physik 11 10 Aufgabe 8: Potential einer Kugelschale

10 Aufgabe 8: Potential einer Kugelschale

Auf der Kugelschale |7] = R wird das Potential vorgegeben als
®(R,0,p) = Upsinf cos ¢

In den Raumbereichen » < R und r > R soll keine Ladung vorhanden sein. Man bestimme das
elektrostatische Potential ®(r, 0, ¢) im ganzen Raum.

A® = 0 hat in Kugelkoordinaten die Lésungen

0.0 =3 Y (almr . ,H)w ?)

I=0m=-—1

Die Randwerte fiir » < R hat man a;,, # 0, b, = 0 und fiir » > R hat manay,, = 0, b, # 0.

Die Randwerte bei r = R liefern

0 l
Z 2 lleYZM )

I=0m=—

. Uy [8
Uy sinf cos ¢ = %sinﬁ(ew —i—e_“") = 70 ;T( Yii+ Y1)

UO 2T Uo 2 0 sonst
= Q11 = ——A | — a1 _1 = —A | — a =
11 R 3 ) 1,—1 R 3 ) Ilm

O_(r,0,p) = UO% sin f cos ¢

Fiir » > R erhélt man ganz analog

l

S Y yin0.) = Uy 2 (Vi)

I=0m=—1
2
bir = —b1 -1 = —UORQM 5

R?
P (r,0,p) = Up—5 sinfcosp
r

und
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11  Aufgabe 9: Axialsymmetrische
Zentraliibung Theoretische Physik II Stromverteilungen und Helmholtzspule

Die auf der Kugelschale vorhandene Flachenladungsdichte ist

0 2R? 1
0=—e0 (P> —P.),_p = —coUpsinb cos ¢ <— — >

or ™ R)._p
o= 350% sin 6 cos
Die Gesamtladung auf der Kugel ist demnach
s 2m
Q= RQJdQ sin@f dpo =0
0 0
und das elektrische Dipolmoment hat den Wert:
T sin 6 cos ¢
7 = 3eoUp R? J dgof dé sin® 6 cos ¢ sinfsing | = AreqUoR? €,
) ) cos 0

wobei fiir die Losung des nicht verschwindenden Integrals die Identitét

1
Wfd§(1—§2)=W(2—§>:4;
-1

verwendet wurde.

11 Aufgabe 9: Axialsymmetrische Stromverteilungen und
Helmholtzspule

Gegeben sei die axialsymmetrische Stromdichte in Kugelkoordinaten

—sing
J(F) = j(r>‘9)€go7 é:p = Cos
0

Man zeige: div j(7) = 0 und das Vektorpotential hat dieselbe Form A(7) = A(F, 6)e,.

Die Divergenz in Kugelkoordinaten fiir ein Vektorfeld V= V€, lautet:

divV = 1 Ve

rsing op

.= 1 0.
divj = rsin@%](r’ 0)=0
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11  Aufgabe 9: Axialsymmetrische
Zentraliibung Theoretische Physik II Stromverteilungen und Helmholtzspule

Man bestimmt das Vektorpotential A(7) iiber das Faltungsintegral

(7—,») Jd3 / J( )/|

|7 — 7

. 0 ™ 2m 1 .
S e -3 0 0
A- i — Ho gy /ZJ do’ sin¢’ f de'5(r',0") [7‘2 T 27”7“/5] “sin (p — ¢') St =

&  A4m 0 ) ] cosf

mit der Abkiirzung & = cosf cos €’ + sinfsin 6’ cos (¢’ — ¢) und den Skalarprodukten

sinf cos ¢\ [—sing’
€ €y = | sinfsinyp cos¢’ | =sinfsin (¢ —¢')
cos 6 0
cos cos —sin ¢’
€ €y = | cosfsingp cos¢’ | =cosfsin (¢ — )
—sind 0

Mit der Stammfunktion beziiglich der ¢’-Integration erhalten wir

©'=2r
2\/1"2—7“’2—27“7“’{(90’) / o
B 2rr! sin 0 sin 0 =0, da {(¢) 2m-periodisch

@'=0
somit ist A ~ & x &, A = A(r, 6)é,
o 7r ™
5—2 dr'r’? fd@’ sm@'fdcp”j(r’,@’) cos "
0 0

(S

. [r2 T (cos 6 cos & + sin O sin 6’ cos 4,0”)]

Dies ist beziiglich der ¢”-Integration ein elliptisches Integral. Zur Vereinfachung benutzten wir:

€y €y = cos (¢ — )

21 21+ 2 T
Jd(p’...— J dcp’...—jdgp”...-2fd<p”...
0 © 0 0
Wie lautet die Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen A(r, ) und j(r,0)
—sin
AsA = —poj, A= A(r0) | cose
0
A * 20 1 L 0 gl 1 0?
= — in —
o2 T ror sinog " o0 sin2 0 02
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11  Aufgabe 9: Axialsymmetrische
Zentraliibung Theoretische Physik II Stromverteilungen und Helmholtzspule

Die zweite Ableitung nach ¢ liefert ein Vorzeichen bei der Wirkung auf sin ¢ und cos ¢. Es ergibt
sich die folgende Differentialgleichung:

A(r, 0) .
_ - 0
72 sin’ 0 oj (r. )

2 290 1 o . .0
(arz T T s smeaesm%e> Alr, )

Eine sogenannte Helmholtzspule besteht aus zwei parallelen kreisformigen Leiterschleifen (Radius
R, Strom I) im Abstand 2b. Man entwickle das Vektorpotential A = A(p, z) €, in der Nahe des
Koordinatenursprungs bis zur fiinften Ordnung in p = rsinf und z = r cos 6

—sin ¢’

- I P!
A(r) = FoZ § 7_,dr_, ; dr = R | cos¢’ |d¢
4 |77 — 7| 0
Li+Lo
|F—F/|2 =@—2)2+(y—vy)’+ (-2 =p +R*+ (2 £ b)* = 2pRcos (¢ — ¢)
IR | .
A(p,z) = ,u(; I dy’ {cos ¢ [p2 + R?+ (2 +b)% — 2pRcos ol 2+ (- —b)}
T

0

Man entwickle fiir p « R,z < b

N =

Rz—|—b2~|—2zb—2pcos<p’—|—p2—i—z2 = 21 s — H =+ 3H? -
- X VR?2 + b2 2(R2+b2)2  8(R2+1b2)?
5H? 35H* 63H©

16 (R2 +b2)7 128 (R2+12)7 256 (R + b2)

11
2
Die Winkelintegrale

Jdg@'(cos o) — {0 fiir n ungerade
0

m 3w 5w .
957816 furn=2,4,6

liefern als Ergebnis fiir das Vektorpotential

wIR _ pR B —A) oy
A(p, z) = 1+ —— —4
P [ s )
+ é*i (B2 +02) 7" (R — 12R20? + 8b%) (p* — 120222 + 827)

Das Magnetfeld ist

B = rot [A(p, 2) €] (in Zylinderkoordinaten)
_0A _190

= ¢, — L — A
epaz te pap(p )
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Zentraliibung Theoretische Physik II 12 Aufgabe 10: Magnetfeld einer Leiterschleife

Das B—Feld ist moglichst homogen in der Néhe des Ursprungs, wenn der (zweite) kubische Term
im Ausdruck fiir A(p, z) verschwindet

il
2

=|b=

In diesem Fall erhélt man

Alp,z) = ol

18 4 2.2 4
= - — 12 8
5\/5Rp{ T Pz +8z7)

= Spol
B(r) = €y
(7) 5v5R

+0(p*, pP2, p?22, p23, %)

das Magnetfeld ist homogen mit fiihrenden quartischen Korrekturen.

12 Aufgabe 10: Magnetfeld einer Leiterschleife

Zeigen Sie fiir das Magnetfeld einer vom Strom I durchflossenen Leiterschleife C':

57 = ol .
B(r) = i grad Q(7)

wobei (7) der Raumwinkel ist, unter dem die von C' berandete Fliche F' vom Punkt 7 aus ge-
sehen wird. Dabei gilt die Vorzeichenkonvention () > 0, wenn #* auf der Unterseite von F' liegt.

Das Biot-Savart-Gesetz besagt

dr’ x

=0
|
=3

S
S
[l
“;
o
Q—e—,
=
|
1l

Wir arbeiten mit Komponenten von Vektoren und benutzen die Abkiirzungen 0; = % , 8; =57
i J

/
Tj— T 1 ;1
i, .y
S T

47T . / 1 / 1
o750 = sy (<) = e
c C
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13 Aufgabe 11: Vektorpotential und
Zentraliibung Theoretische Physik II Magnetfeld einer (endlich langen) Zylinderspule

Summen iiber zweimal auftretende Indizes werden nicht explizit ausgeschrieben. Das Kreuz-
produkt wurde durch den Levi-Civita-Tensor €;;, dargestellt. In Komponenten besagt der Sto-

kes’sche Satz:
§ d:U;ng = JJ dF/Elmka;nd
F

oF
Nun gilt fiir die I-te Komponente dieser Rotation
/ 1 / 1 3= A ;1
5lmk€ijkamajm = (5il5mj — 5j15im) (3ma]m = (51'[471'5 (7" - T ) - &ﬁlm
Der 63-Term verschwindet, wenn # nicht auf der Fliche F liegt. Somit verbleibt

1 T —

_MI* -
.

— |

7=

und man erhélt fir die i-te Komponente des Magnetfeldes

S
Mof JJ Y= —*’]

Dies liefert das Ergebnis

N I ! r
B(®) = 2% grad Q(7), Q(F) = J J a7
47 77 /
dF/ dF - (7' =7
dQ = - (r ") > (0 fiir ¥ auf der Unterseite von F'

R
Man bemerke, dass () unabhéngig von der Wahl der Fliche F' mit C' = 0F ist, denn

—/ —
diV,,-:/ 7“7_7: - diVF/ grad,w = =7
7P 7

firr£r' eV wobei 0V = F| — Iy

=4nd® (F—7') =0

Beim Durchgang von 7 durch die Flache F' springt Q(7) um 4.

13 Aufgabe 11: Vektorpotential und Magnetfeld einer (endlich
langen) Zylinderspule

Die Stromdichte der dicht gewickelten Zylinderspule (mit Radius R und ldnge L) ist gegeben
durch

70 =& o= me (5 - 1)
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13 Aufgabe 11: Vektorpotential und
Zentraliibung Theoretische Physik II Magnetfeld einer (endlich langen) Zylinderspule

Aufgrund der axialen Symmetrie hat das Vektorpotential die Form

A(F) = Alp, )2,

L/2 2

NI -1

A(p, _,UO j ds/ Jng fdplp5 p . )COSQDI[pQ—l-p,Q—I-(Z—z/)2—2pp,COSg0/] 2
7L/2 0

™

NI L L\?
A(p,z):'uow Jdgp’ cos 'R < In z+2+\/p2+R2—2pRcosg0’+(z+2> — (L — —L)
0

Das zugehorige Magnetfeld B=r1ot A = B,é, + B.€, errechnet sich zu

0A(p, 2) 10

Bz — A5 [/)A(p, )]

B — _
P oz pop

Wir entwickeln {...} fiir groe L und erhalten (bei Weglassen des Strichs an ¢’ ):

2
2InL —In (p2 + R? — 2pRcosg0) + 12 [R2 +p? —22% — 2pRcosg0]

24 [ .+ 12pR (p + R? — ) cos ¢ — 6p° R? cos 2@] +

Wir benutzen die Winkelintegrale
s
Jdgp (cos P, cos? (P, COS Y COs 230) = (0, g, O)
0

und berechnen das Integral

Jdgp [— cos ¢ lIn (p2 + R% — 2pr cos gp)]
0

mit partieller Integration und Partialbruchzerlegung

=T us 2 1— 2
+J 4 pR( cos 90)

= —sinpln(...
sinln(...) 0 (’Dp2+R2—2pRcoscp

p=0

f d P R + cos p — ("~ R2)2/2PR
v 2pR 7 p2 + R%2 —2pRcos p

0

mp/R fir0<p<R

i 2 2 2 2
= R2 — — R?) =
2p (v + o ) {ﬂ'R/p firp> R

32



Zentraliibung Theoretische Physik II 14 Aufgabe 12: Magnetisierbare Kugelschale

Wir erhalten bis zur Ordnung L~ fiir das Vektorpotential

po N I R? 2pR*  6pR* 5 o, 2
A = O(R — —O((p—R)— R —4
(p2) = =57 {p( p)+p (p=R) ==+ (P + %)
Dies ergibt die Magnetfeldkomponenten
R2
po N I 2R?  6R? ,_, 5 5

Wie bei der unendlich langen Zylinderspule springt B, beim Durchgang durch p = R um
uoNI/L.

14 Aufgabe 12: Magnetisierbare Kugelschale

Berechnen Sie das Verhéltnis B; /By, um das ein duferes Magnetfeld By im Inneren einer magneti-
sierbaren Kugelschale (innerer Radius R, duferer Radius Ry) mit hoher Permeabilitétskonstante
1 abgeschwécht wird.

Da keine freien Stréme vorhanden sind und B jeweils proportional zu H ist, kann man (we-
gen rot H = 0 und div B = 0 ein magnetisches Potential ¥ benutzen:

— 1
H=——gradV¥
Ho
wobei W in allen Bereichen die Laplacegleichung AW = 0 erfiillt.
Wir machen die Ansétze:

auken 7 > Ry U, = —Byrcosf + 5 cost
dazwischen Ry <r <Ry U = (Br + Tlg) cos 0

innen r < R; W, = drcosf

mit unbestimmten Parametern «, 8,y und 6 = —B;

Die Stetigkeit der Normalkomponente von B bei r = Ry und r = Ry ergibt mit 77 = €,
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Zentraliibung Theoretische Physik 11 15 Aufgabe 12: Magnetisierbare Kugelschale

0 0 0 0
7\:[/(1 = 7\115 ’ 7\115 = S %1
87” Ro Mar Ro M&T R1 87’ R1
20 2y 2py
—By— = puf— L) _H

Des Weiteren sind wegen der Abwesenheit freier Stréme die Tangentialkomponenten von H bei
r = Ry und Ry stetig. Mit dem Tangentialvektor ¢ = & erhilt man
gl

Y
=,3R2+f, 5R1+f=(5R1
R3 Ri

(07

—BoR
0 2+R%

Das lineare Gleichungssystem fiir «, 8,, d lautet
3 _ 3 3 _ 3
a— Ry —v = BoRy, 2a + Ropff — 2py = —BoRs
RIB+~v—Ri6=0, pRiB—2uy—R35=0
mit der Losung fiir den Parameter §

QMR%BO

—§=DB; =
R3(2p+ 1) (p + 2) — 2R} (pn — 1)?

Der gesuchte Abschwichungsfaktor ist

. 3 -1
Do [(2u+ DG+ -2 (7) - 1)2]

0

Fir 4 » 1 vereinfacht sich dieses Verhéltnis zu

Bi_ 9|, (R
By  2u Ry

-1

Zahlenbeispiele:

B.
p = 10000, Ry =1,06R,; = B—Z =33-1073
0

BA
pw=10%, Ry =1,01R; = BJ =1,53-1074
0

Das innere Feld B; ist proportional zu % Ein Schirm aus hochpermeablem Material mit

p = 10%...10° bewirkt eine starke Reduzierung des Magnetfelds selbst bei relativ diinnen
Schirmwénden.
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15 Aufgabe 13: Gerader linienférmiger Strom
Zentraliibung Theoretische Physik II parallel zu magnetisierbarem Medium

15 Aufgabe 13: Gerader linienférmiger Strom parallel zu
magnetisierbarem Medium

Gegeben sei ein gerader linienférmiger Strom der Stérke I in z—Richtung, der im Abstand d
parallel zu einem magnetisierbaren Medium (mit der Permeabilitdtskonstante u) verlauft, wel-
ches den linken Halbraum z < 0 ausfiillt.

Bestimmen Sie das Magnetfeld im ganzen Raum sowie die Kraft pro Lange auf den Stromleiter.

In Analogie zum Problem der Punktladung vor einem dielektrischen Halbraum machen wir fiir
z < 0 einen Ansatz mit einem modifizierten Strom I” und fiir z > 0 mit einem zusétzlichen
(fiktiven) Bildstrom I” im Medium.

-y
5 _ pol” 1
B = I
<% o |7 0o ) (&- d)? +y?
-y 1 -y
— /JOI 1 /’LOI
MO g d|—
ST (x—d)2+y2+ o | “ (x +d)? + y?

0 0

Die Normalkomponente B, und die Tangentialkomponente H, sind jeweils stetig bei z = 0.
Somit erhalten wir

1
I//:I+I/, 7]'//:[_]/
7

mit der Losung

of = 1" <1 n 1) _pite
M u

1+ p

I//_ 2/’6 I7 I/:L_]‘I
n+1

Als néchstes bestimmen wir die Fldchendichte des Magnetisierungsstroms auf der Grenzflache.
Die Feldgleichungen liefern mit rot H = 0 (es sind keine freien Stréme vorhanden)

rot B = pgrot (H + M) =,uorOtM=,qumag

Folglich springt die Tangentialkomponente B, bei x = 0 um po mal der Flichendichte des
Magnetisierungsstroms J3'*¢, wobei dessen Richtung durch €, x é, = €, festgelegt ist.

1 I'—-1+1"d 1d —1—p—-1+2
J;nang[B;—B;] _0:( + ) _ K K + :U'7
o o= 27(d? + y?) 27 (d? + y?) p+1
Mm@y (et 1)

—
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15 Aufgabe 13: Gerader linienférmiger Strom
Zentraliibung Theoretische Physik II parallel zu magnetisierbarem Medium

Die Kraft des magnetischen Mediums auf den Stromleiter ist die Gegenkraft zu der des Strom-
leiters (mit I) auf die Magnetisierungsflichenstromdichte.

r 7 3 I(M—l)dﬂoff 2 2\—2
S| dydaeg x By| = AT OHOT (g 0 —d
l J Y Jmag X BI| m(p+1) 27 y(d +y) ) 8 0
—0 —0
l 2 2( ™2
Fo opplfd*(p—1)_ 1 j 2
[~ ot @ ) e
—7/2

E:MOIZ(l—M)g
I Ard(1+p) ©

wobei sich die y-Komponente zu Null integriert hat. Fiir g < 1 erhélt man eine Abstofung, was
bei Diamagneten und Supraleitern (p = 0) auftritt. Fiir g > 1 erhélt man eine Anziehung, was
bei paramagnetischen Materialien auftritt.

Fiir das Feld eines Stromleiters vor einem Supraleiter (mit p = 0) gilt B.=0 wegen [” = 0.
Mit I’ = —1I erhélt man fiir z > 0 folgende Magnetfeldkomponenten:

B — Mol v _ v _ v
T2 l(+d)? Y2 (z—d)?2+y? oy
B pol r—d B x+d _ _(37\1'
Voo (z—d)?2+y?2 (z+d)?+y2) Ox
Langs der Magnetfeldlinien gilt:
dy By, ov ov
— == d B,dy—B,dr =0=—dy+ —d
dc B, oder Y ydr =0 3 y+8x x

mit der Funktion

Somit sind die Magnetfeldlinien durch ¥(z,y) =const. bestimmt. Die weitere Umformung

(z+d)?+y* = (c+1)?[(z —d)* + y°]

(- (]

C
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17 Aufgabe 14: Starr rotierende geladene
Zentraliibung Theoretische Physik II Kugel

zeigt, dass die Feldlinien nicht-konzentrische Kreise sind. Fiir die Mittelpunktsverschiebung zg =
d (1 + %) und den Radius r = % 1 + c eines jeden Kreises gilt der Zusammenhang

4 2\?
r? + d* =2, wegen Sl +c)+1= <1+>
c c

oder

_ 2 _ g2
r=4/x5—d

16 Aufgabe 14: Starr rotierende geladene Kugel

In einer starr rotierenden Kugel vom Radius R mit homogener Massendichte liegt eine Ladungs-
dichte proportional zu ™ vor. Welchen Wert hat das anomale gyromagnetische Verhéltnis?

Der Drehimpuls berechnet sich zu

- 3M 2
L= 173 AV 7 x (Fx &) = O&, mit @ngRQ
[Fl<R
Die gesamte Ladung in der Kugel betragt
R
f oin A Rn+3
= pnd d =
Q = podnw | drr T s
0
und das magnetische Moment hat den Wert
m=2f dVr" P x (Fx d) = pd
|F1<R
R p Rn+5
47 n+3
_ dp p4+n f de (1 —¢2) = 2© _ 2
a poﬂf mr CO-8) =3 3(n + 5)
0 -1

Das gyromagnetische Verhéltnis lautet somit

M| p Q 5(n+3)

L] © 2M3(n+5)

Der Annomaliefaktor ist

_ 5(n+3) 10

5 5
“3m+5 3 3(m+5) 3

Den groftmoglichen Wert gmax = % erhélt man, wenn die Ladung () homogen iiber die Kugel-
flache verteilt ist.
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17 Aufgabe 15: Selbstinduktivitét eines
Zentraliibung Theoretische Physik II Stromblattes

17 Aufgabe 15: Selbstinduktivitidt eines Stromblattes

Man berechne die Selbstinduktivitdt pro Lénge eines sogenannten Stromblattes. Das quaderfor-
mige Raumgebiet, in dem der homogen verteilte Strom I in z-Richtung fliefst, hat die (grofse)
Lénge [, die Breite b und die (kleine) Dicke d.

Die Stromdichte hat die Form:

—

- I
3(7) =@ez

fir0<axz<b,0<y<d,0<z<]l. Damit berechnet sich die Selbstinduktivitdt folgenderma-
Ben:

po [ s [ y3.0d(F) 507
I — PASVA A,
L fd TJd r

wobei V' ein Quadervolumen ist. Wir erinnern zuerst an die Reduktionsformel:

fdmf da’ f (|z —a']) = Qflds(l ~9f(©)
0 0 0

In der die Gewichtsfunktion 1 — ¢ vom Uberlapp der Intervalle kommt:
1— ¢ mit —1<&<1

Nach Transformation auf Einheitsintervalle [0, 1] erhdlt man fiir die Selbstinduktivitét

1
L=28 | ag | dn O —n)(1— ) [12€% + d2n? + 22| 7
foc o
p 2 2¢2 212
- %Ho fdf (1-¢) Jdn (1—n) [l ' \//7lb2_£2b+£d2—,;2d T 20+ 2 + /02 + d2n2]
0 0

Wir betrachten nur noch die Terme, die mindestens linear in [ sind und erhalten fiir die Selbst-
induktivitat pro Lange

1
L 2
:Ofdg
l T

0

o

o

3
—
—_

|
)
S~—
—~
—

|
S~—

—

—

=
—~
S8 &
~—

|

—

|

—
—
=y
[\

AN
A
_|._
SH
DN
3
AV
SN—
——
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17 Aufgabe 15: Selbstinduktivitét eines
Zentraliibung Theoretische Physik II Stromblattes

Wir entwickeln diesen Ausdruck fiir d « b bis zur Ordnung d? und erhalten

£—@ 1n27l+1_1d+d72 lné_i_%
I 2 b 2 3b  6b2 d 12

Fiir d = 0 wird die Rechnung einfacher:

1

1
—-1/2
L= [ag [acu-oa - [ + 2] Y
0 0
L l I b+I2+b2 [+I2+02  b—+/12+ b2
zzg(){gb?(l_”2+62>+bln : z+ #n b+ - 3z+ }
s

Nach Entwicklung bis zur Ordnung [~2 ergibt sich:

L o 2001 b b2
S o U I P T R
I 27r{nb+2+3l 2412}

Bei der gegenseitigen Induktivitit zweier paralleler Stromblatter (Dicke d = 0, Breite b, Lénge
[) muss noch der Abstand a in y-Richtung mit berticksichtigt werden.

1 1
Lio =00 [ag [aca - -0 [ + 7€+ 267
0

0

—-1/2

Bei Beschrankung auf Terme mindestens linear in I:

1

L12_@ . . _} 2 202

- = de(1 §){ln2l 1 2(a +b§)}
0

lautet das Ergebnis:

Lis  po 20 1 2a b 1 /[/a? b2
I Ty s - Tarctan—+ =~ (5 —1|In {1+ —
I 27r{na+2 barcana+2 12 n +a2

Der (negative) Zusatzterm zur Selbstinduktivitéit pro Lange hangt vom Verhéltnis A = % folgen-
dermafsen ab:

Ly L po 1 2 4
l_l+47r[<)\2 1>ln(1+)\)+21n)\ )\arctan/\
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18 Aufgabe 16: Greensche Funktion zur
Zentraliibung Theoretische Physik II Wellengleichung

Bei groflem beziehungsweise geringem Abstand a der beiden Blétter gelten die Naherungsformeln

L 2 2
a>b: 12—'u0<hr1l—1— b >

I o a 12a2
. L12 _ 1o 21 1 ma
a<b: ] —27T<lnb+2 A

18 Aufgabe 16: Greensche Funktion zur Wellengleichung
Man leite die retardierte Greensche Funktion zur Wellengleichung durch zeitliche und réumliche

Fouriertransformation her.

Die inhomogene Wellengleichung zwischen Potential und Ladungsdichte lautet:

1 02 1
== —A)P(t,7)=—p(t,7
<c2at2 ) (t,7) = —p(t,7)
Wir machen einen Losungsansatz mit der Greenschen Funktion

o0
1
o(t,7) = dt’fd?'r’G(t = )t )
—00

und dieser verlangt
L& A)Gt—t,7F—7") =6t —t")53F -7
= AV Gt F ) = bt )P )
Mit den Abkiirzungen 7 =t — ¢/ und R = 7 — 7/ folgt
1 02 = -
~ Y A _ 3
(G —2) 6 ) = (R
Die Fourierdarstellung
[ee}
G(r,R) = J dedSkei(”t_k'R)G(w,E)
—0

eingesetzt in die Wellengleichung liefert

e8] 0]
2
3. (W 2 i(wt—RR) A, T 3. L i(wt—Fk-R)
ijw( C2+k>e G(w, k) defdk(%)4e
—0
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18 Aufgabe 16: Greensche Funktion zur
Zentraliibung Theoretische Physik II Wellengleichung

und somit findet man

Glw, k) = [(%)4 </2£2 - ‘;;)}1

Die Riicktransformation vom (w, k )-Raum in den (7, B )-Raum berechnet sich wie folgt

o0
A3k ik B dv —c2
e — ¢
(2m)? 21 W2 — 2k 2
—0

WT

G(T,é)zf

Bei Auswertung des w-Integrals mit dem Residuensatz muss man fiir 7 > 0 oben schlieffen und
fiir 7 < 0 unten schliefen. Die Kausalitét verlangt zusétzlich:

G(r,R) =0 fiir 7 <0,

denn das Potential zur Zeit ¢ darf nur von Ladungsdichten zu fritheren Zeiten ¢’ < ¢ herriihren.

Daher miissen die Pole bei w = ic[E\ infinitesimal in die obere Halbebene verschoben werden.
Der Residuensatz liefert nun fiir das w—Integral:

T
e

oI (w - C|;;;|) (w + cIEI)

icr|k| —icrl|k| .
S [N —— ésin(c7'|k:|)
2k —2eF|) K

—ic? { Res

Mit Hilfe von Kugelkoordinaten im k-Raum und der Substitution ¢ = —cos0,d( = sin 0d6 erhalt
man:

0 1
5 K ¢ . ikRC
G(1,R) = | dk— —sin(ctk) | de

Am2 k
0 el

¢=1

wobei R = |R| ist. Das hintere Integral hat den Wert e (etRRC — e~ IkRC) ’C

= = sin (kR).
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19 Aufgabe 17: Elektrodynamik linearer
Zentraliibung Theoretische Physik II anisotroper Medien

Das verbleibende Integral wird unter Zuhilfenahme von einer trigonometrischen Formel gel6st.

0
27TC2R Jdk sin(ker) sin(kR)
0

G(1,R) =

0
c
SR f dk [cos k(e — R) — cos k(e + R)]
-0
1 e}
ike(tT—R/c ike(T+R/c
=8ﬂ2RReJdkc[e (rBje) _ et/
—00

(1))

Der zweite Term verschwindet, da 7 > 0 und R > 0. Mit dieser Greenschen Funktion

- S(r — |R|/c
G 1) = 1A

erhalten wir das bekannte Ergebnis fiir das retardierte Potential

L1 t— |7 = 7| e,
q)ret(t77,) _ 47T€0 fd?)r/p( |‘F_ _',|‘/ )

19 Aufgabe 17: Elektrodynamik linearer anisotroper Medien

Man bestimme fiir die makroskopische Elektrodynamik in linearen, anisotropen Medien die Ener-

giedichte w, die Energiestromdichte S , die Impulsdichte ¢ und den Spannungstensor 7.

Die an den freien Ladungen geleistete Arbeit ist

dFlaa
dt

_ Jd3rjfrei(17, 0 B 1)

Die Leistungsdichte ffrei - E schreiben wir mit den makroskopischen Maxwellgleichungen um:

S L . . oD L N - = 0D
jfrei~E:E-rotH—E-a—:—div(ExH)+<rotE>~H—E~a—
ot ot

— —aw(BxA)-f.L_p.L

ot ot
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19 Aufgabe 17: Elektrodynamik linearer
Zentraliibung Theoretische Physik II anisotroper Medien

Fiir lineare, anisotrope Medien gilt

D; = epei E; (€ij = €j; ist der symmetrische Dielektrizitétstensor)
o (1 eo  (0E; OE; oD; oD; . 0D
— (=E:D; | = ‘E; + E; 1E; + E; E.—
ot (2 ! Z) PR < ot ot > < ot ot > ot

B; = popi; Hj (tij = pji ist der symmetrische Permeabilitatstensor)
o (1 L0 OH; oH; 0B; 0B, . 0B
— | =B;H; | = —u; H,+H H. —
&5(212) 2“”(875 ]é’t> <at ]8t> ot

wobei Summen iiber doppelt auftretende Indizes nicht ausgeschrieben wurden. Somit erhalten
wir

Energiedichte: =

Energiestromdichte: S =

Die zeitliche Anderung des Impulses der freien Ladungen ist

dﬁlad

dt = Jd3r [pfreiE =+ jfrei X é]

Die Kraftdichte pfreiE + jfrei x B schreiben wir wieder mit den makroskopischen Maxwellglei-
chungen um:

pfreiE+jfreiXB=EdiVD+(I‘OtH)XB—aat><B
:_;<ﬁx§>+ﬁdivﬁ+<rotﬁ>><D+HdivB+<rotﬁ>x§

Neben div B = 0 wurden die folgenden Terme ergénzt:

_5x%f+(mtﬁ)x5:<mtﬁ+B>x5:o

43



20 Aufgabe 18: Strahlungscharakteristik des
Zentraliibung Theoretische Physik II Dipols

welche gleich 0 sind, da die rechte Klammer gemafs einer Maxwellgleichung verschwindet.

Wir definieren als Impulsdichte: g= Dx B

(5" — — — —
und als Spannungstensor: T;; = D;E; + B;H; — g (D -E+B- H)

Es ist zu zeigen, dass 0;T;; die j-te Komponente des Vektors aus vier Summanden ist. Fiir den
elektrischen Anteil ergibt sich:

. 1 1
0; (DZEJ - 2DkEk> = (le D) Ej + DzazE] - 5 (ajDk) E; — kaﬁjEk

Falls die beiden letzten Terme rechts gleich sind, haben wir die Ubereinstimmung mit

| (vot £) x B]j — eiti€itm (1 Fm) Dk = (6x0m — Skmj1) (81Ewm) Dy
= Doy E; — Dy,0; E},
Es muss also gelten:
1

aj<25.ﬁ>—5.ajﬁ

Diese Identitét gilt bei einem linearen Zusammenhang der Form D; = ege;p By (mit €5 = €x;).

9 £ — —
6j (ﬁélkEkEz) = jEik (<5jEk) Ei +EkﬁjEZ’) = (<5jEk) Dk + (5]EZ) Dz) =D. ﬁjE

1

2 2 2

Der Anteil der Magnetfelder im Spannungstensor 7T;; ergibt sich einfach durch die Ersetzungen
E— Hund D — B.

20 Aufgabe 18: Strahlungscharakteristik des Dipols

Welche differentielle Strahlungsleistung eines Dipols hat die geringste Anisotropie?

Es gilt die Formel

dP  pow? . Lo
0~ gk mit x=lxel

Da § = p1 + ips ein komplexer Vektor ist, hat man x = (p1 x &.)2 + (p2 x €.)2. Dies stellt
zwei verschieden gewichtete sin? —Keulen dar, welche einen beliebigen Winkel einschliefen. Wir
konnen jedoch vereinfachen, indem wir ausgehen von

P2 =ple", P +ips = (51 + ng)ei%
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20 Aufgabe 18: Strahlungscharakteristik des
Zentraliibung Theoretische Physik II Dipols

dann ist
- - \2 =9 oo - o
<|b1 + Zb2|) =b1°—by“ + 2iby - by
reellwertig und by und by stehen aufeinander senkrecht. Nun lautet die Winkelverteilung
2 . 2 . 2
= (bl X é}) + (bz X é})

Wir wihlen b; = b1&, und by = beé,. Mit dem Verhiltnis r = (ba/b1)? erhalten wir

eZ% (51 + ’ng> X €y

X:

x = b [1- cos® 0 + 7 (1- sin? 6 cos? 0)] = b2x

Die mittlere quadratische Abweichung berechnet sich mit der Substitution & = cos 6 zu
2
el 0 el
i oo (5 Jaax) - o [ e
-1
2 2

1
1
471_jdfjd<,0[1—§2+r(1—(1—52)(3082<,0)]
—1 0

dgo 1—.52 —1—7"(1— (1—52) COSQLp)Q]

1
1
BT J A [8 + 8r + 3r? + 2(r? — 8)&? + (8 — 8r + 3r%)¢?]
-1
1 2
! fd£2+ Fr2e]| =Lt
16 ey A
~1
Das relevante Verhaltnis
Varianz 1—r+r? s :
- 5 = 5 ist invariant unter r — —
(Mittelwert)?  5(1+7) r

wir leiten nach r ab:

d[1—7“4—7"2}:(1+r)(2r—1)—2(1—r+r2) 3(r—1)

dr | 5(1+r)2 5(1+7)3 Th(r+1)

Das Minimum liegt also bei r = 1 und hat den Wert 2—10. Der zugehérige komplexe Dipolmoment-
vektor ist in diesem Fall
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Zentraliibung Theoretische Physik 11 21 Aufgabe 19: Thomson-Streuung

und er wird von einer auf einem Kreis rotierenden Ladung realisiert.

sin (wt) i 4
p(t) = Rq 0 =Re|Rq |0 ]|e !
cos (wt) 1

21 Aufgabe 19: Thomson-Streuung

Man berechne den differentiellen und totalen Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung langwelliger
Strahlung an freien geladenen Teilchen (Masse m, Ladung e).

Wir erinnern an die Formel

do| _ Kl &% 52
dQ2 pol (471'80)2

die von einem induzierten Dipolmoment proportional zum elektrischen Feld der Welle ausgeht

Wir stellen zuerst die Bewegungsgleichung des geladenen Teilchens auf:

mi=e [E(F,t) + 7 x B(F, t)]

. Lo . 1- =
B(7, 1) = Re | By ®™=0 | B(7t) = ~F x E(71),
w
I
| Bl ~ ~|E]
Cc

Die Wirkung des Magnetfeldes ist um einen Faktor v/c unterdriickt und fiir kleine Wellenzahlen
kR < 1 erhalten wir ndherungsweise

mi° ~ e Re <Eoe_th)
Der oszillierende Anteil der Bewegung ist
7(t)osz = Re [Foe_wt]

mit der Amplitude
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Das induzierte elektrische Dipolmoment ist dann

und man erkennt den Proportionalitatsfaktor o/ = —me—;. Gemittelt {iber die Anfangspolarisa-
tionen £y = €, €, und summiert {iber die Endpolarisationen

€, — cos be, €r X €,

—

€||= el

sin sin 6

erhélt man fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt
do ket 1 9 e? °1
Qo __rFC T 0)=(—_) (1 29
dQ  (4mep)?m2etkt 2 (1+ cos™0) (47r€0mc2) 2 (1+cos”0)
Um den Vorfaktor zu vereinfachen, vergleicht man mit dem Coulombpotential

e2 ahe 1

und hc = 197,327 MeV fm

dmegr v 7 137,036
Die Grofse A = 27r% heifst Comptonwellenlénge. Somit kann man schreiben

do ah\?%1
€ = (2} 21+ cos?d
dQ2 Thomson (mc> 2( oo )

Fiir Elektronen mit m = 511 keV ist 5\—; = 386,16 fm und ag‘—fr = r, = 2,818 fm wird , klassischer
Elektronenradius® genannt. Der zugehorige totale Wirkungsquerschnitt ist

1
2
8
Otot = Teon f d¢ (1 + CZ) = irg.
2 3
=1

Man erhalt fiir leichte Elektronen
o) = 66,52 fm? = 66,52 - 1073 m? = 0,665 barn
Die Einheit barn = 1072 m? = 1barn wird in der Teilchenphysik hiufig benutzt. Schwere Proto-

nen haben eine Masse von etwa M,, = 938,28 MeV und der totale Thomsonquerschnitt reduziert
entsprechend zu

2
at(sz = <J\ﬂ;e> - 0,665 barn = 0,197 pbarn
2
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