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Kapitel 1

Vorbereitungen

1.1 Einleitung

Die Elektrodynamik ist eine lokale Feldtheorie im Gegensatz zur z.B. Newton’schen Gravitation, welche auch
als Fernwirkung aufgefasst werden kann. Das elektrische Feld E(x,t) und das magnetische Feld B(x,t) sind
dynamisch und physikalisch real und {iben auf eine Ladung ¢, welche sich am Ort x(t) aufhélt und sich mit der
Geschwindigkeit v(t) = @(t) bewegt, folgende Kraft aus:

F(a(t),t) = qB(@(t),t) + Tv(t) x B(a(t),1)
mit Lichtgeschwindigkeit c.

Die Bewegungsgleichungen der Felder sind die Maxwellgleichungen (1864)

10
V. E=4rp VXxE+-—B=0
c ot
1 4
v.B=0 vxB-2p_%;
c ot c

Dabei ist p(x,t) die Ladungsdichte und j(x,t) die Stromdichte. Wir haben hier die Argumente x, ¢ unter-
driickt und benutzen das Gauf’sche Einheitensystem. Die hier notierten Gleichungen beschreiben nicht allein
die Wechselwirkungen zwischen Ladungen. Maxwell fand auch Wellenlésungen, stellte die Koinzidenz von deren
Ausbreitungsgeschwindigkeit mit der experimentell gefundenen Lichtgeschwindigkeit fest und erkannte somit,
dass Licht ein elektromagnetisches Phéinomen ist.

Die Elektrodynamik bildet somit zusammen mit der — ggf. quantisierten — Mechanik die Grundlage der Beschrei-
bung eines wichtigen Teils der Naturphinomene (also neben direkt erkenntlichen elektrischen und magnetischen
Phinomenen auch von Strahlung und chemischen Bindungen).

Die Bedeutung von Maxwells Gleichungen reicht jedoch noch weiter. Sie sind forminvariant nicht unter den
Galilei-Transformationen der klassischen Mechanik, sondern unter den Lorentz-Transformationen und fiithren so
zur Relativitatstheorie.

Desweiteren sind diese Gleichungen das einfachste Beispiel einer Eichtheorie. In der zweiten Hélfte des ver-
gangenen Jahrhunderts wurde dann entdeckt, dass sowohl starken (Bindung von Protonen und Neutronen,. . .)
als auch schwachen (S-Zerfall, Myonen-Zerfall,. .. ) Wechselwirkungen zu dieser Kategorie gehéren und dass die
schwachen Wechselwirkungen sich mit dem Elektromagnetismus vereinheitlichen lassen (Higgs-Mechanismus,
Glashow-Weinberg-Salam-Modell).
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1.2 Tensorfelder

Tensoren sind zunéichst durch ihre Wirkung auf einen Vektor definiert: x R
Die Rotation ist eine lineare Transformation, ldsst sich also durch eine Matrix darstellen:  — «’ = Rz
Dariiber hinaus erhéilt sie die Lénge der Vektoren:

!

z-x=(Rx) - (Rx)=2"R"Rx = R'R=1

R ist also eine orthogonale Matrix (im kartesischen Koordinatensystem). Wir kénnen um die drei Raumachsen
drehen mit

1 0 0 cosae 0 sina cosae —sina 0
Ry(a) =10 cosa —sina Ry(a) = 0 1 0 R.(a) = [ sina cosa 0
0 sina cosa —sina 0 cosa 0 0 1

Allgemeine Drehungen erfolgen durch Hintereinanderausfithren und ergeben 3-2-2 = 12 mégliche Reihenfolgen.!
Die Standardkonvention erfolgt iiber die Euler’schen Winkel R(«, 8,7) = R.(7) Rz ()R ().

Summenkonvention

In der Einstein’schen Summenkonvention schreibt man z.B.
3 3

T-y= Zmlyz = Y, ' =Rz & = ZRija:j = R;jx;

i=1 j=1

D.h. iiber Paare gleicher Indizes wird summiert und das Summenzeichen dabei unterdriickt.

Neben den Vektoren kategorisiert man Groflen folgendermafien nach ihren Transformationseigenschaften:
e Eine Grofe S heifit (kartesischer) Skalar, wenn sie sich bei Rotationen nicht dndert: S = S

e Ein Satz von Groflen v;, i = 1,2,3, heifit (kartesischer) Vektor, falls er sich unter Rotationen folgender-
maBen transformiert (definierende Eigenschafte der Rotationen): v; = R;;v,

e Ein Satz von Groen Tjyiy. 4,5 @1,-.-,0n = 1,2,3, heifit (kartesischer) Tensor der Stufe n, falls er sich

M o) 3 . / — . . P . . . .
unter Rotationen folgendermaflien transformiert: T; , = Ry j, -+ Ri ;. Tj . j,

Bemerkungen

e Die Geschwindigkeit ist ein Vektor:

d d d
vi = % = gy (Rirs) = Rij ;%

T T = fjv;

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist ein Skalar (Rotationen erhalten Lingen und Winkel):

/ / ’. T
v w' = vw; = Rijvj Riywy, = v;(R' R)jpwy, = 00w = v;w; =0 - w

aS;, . i, + 0T;, . ;, mit Tensoren S, T n-ter Stufe und a,b € R (oder C) ist ein Tensor der Stufe n.

n

Siy i Ty, .. 5 ist ein Tensor der Stufe n 4+ m.

Falls S ein Tensor der Stufe n 4+ r und T ein Tensor der Stufe m + r ist, so ist U ein Tensor der Stufe
n + m (Kontraktion, gilt auch fiir Permutationen der Indizes).

Siinkrodr = Uiringn oo Ltk or (1.1)

Pseudotensoren

P;; = —0;; fiithrt zu Spiegelungen (x — —x) und es gilt detP = —1. P kann mit eigentlichen Drehungen ver-
kniipft werden, d.h. R® = RV P.

Dann ist T3, .. 4, ein Pseudovektor, wenn folgende Transformationseigenschaft gilt:

T; i, =det(R)Rij, - Ri,j, Tj, ., (1.2)

n

Als Spezialfille ergeben sich Pseudoskalar und Pseudovektor als Pseudotensoren der Stufe 0 bzw. 1.

IDies setzt voraus, dass nicht zwei gleiche Rotationen hintereinander ausgefithrt werden.
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Invariante Tensoren

Das Kroneckersymbol

1 firi— i
0ij = e (1.3)
0 fiiri#j

ist ein tnvarianter Tensor, da es in sich selbst transformiert:
T T
0ij = RixRji0k = RixRjr = RipRy; = (RR")ij = 0y

Bemerkung:
Wir kénnen das Skalarprodukt auch schreiben als -y = x;y;0;;. Dabei sind dann x;y; und §;; jeweils Tensoren
2. Stufe und nach Gl. (1.1) ist das Resultat ein Tensor 0. Stufe, also ein Skalar.

Das Levi-Civita-Symbol

1 fiir (ijk) gerade Permutation von (123)
gijk = § —1 fiir (ijk) ungerade Permutation von (123) (1.4)
0 sonst

ist ein Pseudotensor 3. Stufe:
5;jk = det(R)Riersttsrst = det(R)Eijkdet(R) = €ijk

Man nennt €;;, auch den total antisymmetrischen Tensor.
Wir kénnen den e-Tensor verwenden zur Definition des Kreuzprodukts: @ X y = €;,2:y;€x

Bemerkung:

Sind x, y Vektoren, dann ist  x y ein Pseudovektor, da €;;, ein Pseudotensor 3. Stufe und x;y; ein Tensor
zweiter Stufe ist. Dies liefert einen Pseudotensor 1. Stufe, also einen Pseudovektor.

Ist dazu z ein weiterer Vektor, dann ist z - (x x y) ein Pseudoskalar (Spatprodukt).

Niitzliche Identititen

€ijk€imn = OjmOkn — 0jnlkm (Grafimann-Identitét) (1.5)
€ijkEijn = 20kn (1.6)
€ijk€ijk = 6 (1.7

Man kann diese anhand der verschiedenen Spezialfille leicht nachweisen.

Beispiel: BAC-minus-CAP-Theorem

a x (b x ) = €ijrai€imbicmer = €kij€imjaibicmer = (0x10im — OpmOii)aibicmer
= a;c;bper, — a;bjcer, = bla - ¢) — c(a - b)

Beispiel: Lagrange-Identitét

(a X b) . (C X d) = 5ijkaibjelmkcldm = (6il5jm - 5im5jl)aibjcldm = aicibjdj — aidibjcj
=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c)
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Tensorfelder
Ein Satz von Funktionen T;, . ;, (zx) heifit Tensorfeld (der Stufe n), falls unter (aktiven) Rotationen gilt:

T}, i, (@)) = Rijy - i, Ty, (o) (1.8)
d.h. das Ortsargument transformiert mit. Wegen x;, = [R™!]3;2] kann man auch schreiben:

Tj, i (xx) = Riyj, -+ Ri Ty, (R ]y (1.9)

11...1m

Betrachte nun die partielle Ableitung

o om0 0 ., , 0 g0z, 0 9 )
e, ~ oal 0w B, 0 ImTmpy = Bim gt o omk Dy — T o

Die partielle Ableitung transformiert also wie ein Vektor. Damit folgt:

0
Ist T;, ..., ein Tensorfeld der Stufe n, dann ist aTTil,__in ein Tensorfeld der Stufe n + 1.
k
Beweis:
0 T (x’)—R i(R R i Ty (1) = RRiy g, Ri, iT- i ()
o), dy..in \Uk) T LUK Oy © injndji...gn 1)) = LWkl 5y indn G, At l

Den Vektor der partiellen Ableitungen nennen wir Gradient und stellen diesen durch den Nabla-Operator dar:

6/8l‘1 9
V= 3/81’2 (V)l = ) (1.10)
d/0xs Ti

Divergenz (oder Quelldichte) eines Vektorfeldes A: V - A
Rotation (oder Wirbeldichte) eines Vektorfeldes A: V x A

Die Begriffe Quell- und Wirbeldichte erklédren sich mit der Betrachtung der Integralsidtze der Vektoranalysis.

Bemerkungen
Wirbelfelder sind quellenfrei:

1 1
V. (V X A) = 5ijk8i3jAk = §(€ijkaiajz4k + EijkaiajAk) = 5(5ijk8i8jAk — SjikaiajAk)
i—j 1
;J i(eijk@-@j — 5ijk6j8i)Ak =0

Gradientenfelder sind wirbelfrei:
V x (V(I)) = €ijkaiaj‘1)ek =0

Tensoren eignen sich also zur mathematischen Darstellung physikalischer Groflen. Sie &ndern sich daher unter
Drehungen in bestimmter Weise.

Beispiele:
Skalar: Arbeit W = /F - ds, Masse m,...
Vektor: Ort x, Impuls p, Kraft F', elektrisches Feld E,. ..
Pseudoskalar: Magnetischer Fluss ¢ = / / B -da,...
A

Pseudovektor: Drehimpuls L, Magnetische Flussdichte B,. ..
Tensor: Trégheitstensor ©;;, Quadrupoltensor Q;j,. ..

Tensoren haben keine direkte geometrische Interpretation wie Vektoren, jedoch lisst sich ihr Transformations-
verhalten auf die grundlegenden Vektortransformationen zuriickfithren, z.B.

L, = @ijw]' =4 L; = @;jw’ =4

i

R Ly = RilemGIijnwn = Ry [RTR]mnGZmWn = Rilémnelmwn = Rilglmwm = Ryl
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Gleichungen physikalischer Gesetze miissen auf beiden Seiten in gleicher Weise transformieren, d.h. wie ein
(Pseudo-)Tensor n-ter Stufe. Man sagt, die Gleichungen sind forminvariant oder kovariant.

Beispiele:
Vektor: F = ma (m Skalar, a Vektor), F = —V® (V Vektor, ® Skalar), F = ¢FE + %v x B (gq/c Skalar, E

Vektor, v Vektor, B Pseudovektor, v x B Vektor)

10
V -E =4mp (Skalar) V x E+ E%B =0 (Pseudovektor)
10 dr

V-B =0 (Pseudoskalar) V x B - E&E =7 (Vektor)
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1.3 Integralsitze

Die hier verwendeten Sdtze nach Gaufl und Stokes in drei Raumdimensionen sind Spezialfille eines verallge-
meinerten Satzes von Stokes. Zur Anschauung lohnt sich aber die Begriindung der fiir die Elektrodynamik
relevanten Fille.

Satz von Gaufl

Betrachte den Fluss ® eines Vektorfeldes F' durch eine Fliache A. da sei dabei ein Flichenelement orientiert in

Richtung der Normalen:
@://F(m).d r=zl //F (a‘” ?) du dv (1.11)
v
xzc€A

Fiir eine geschlossene Fliche 9V um ein Volumen V' gilt (wobei & € 0V bzw. x € V gilt)

#F daf//VF ) AV (1.12)

Zur Begriindung zerlegen wir V in viele (n) kleine Quader Q;:

n

#F(az) -da = Z#F(w) -da (1.13)

av =154,

Dies ist so moglich, da aufgrund der gegensétzlichen Orientierung von da Beitridge abstolender Quader einander
aufheben und nur die Auflenfliche der Zerlegung beitrigt.

] « AxAze,
_A?/Azea: ] : - A;I/Azea:
—AzAze, ¥ :
Fiir die einzelnen Quader gilt:
#F ~da = (Fy(z+ Az, y, 2) — Fy(x,y, 2)) AyAz + (Fy(z,y + Ay, 2) — Fy(z,y,2)) AzAz

9Q;

oF, OF, OF,
(Fu(ays 2 + A2) — Fu(ey, 2)AcAy = ( y

oz "oy oz

= #F( da—Z#F da—ZVF AV; = //VF

1= 15Q

> AzAyAz =V - F AV

wobei dies im Grenzfall AV; — 0, n — oo gilt.
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Zur Veranschaulichung des Begriffs Quelldichte skizzieren wir:

/T i /I
(a) V-F <0 by V-F=0 (c) V-F>0

Satz von Stokes
Anstelle des Flusses betrachten wir nun die Zirkulation I' eines Vektorfeldes entlang einer geschlossenen, eine

Flache A umschliefenden Kurve 0A.

r— f F(z) ”/F —dt (1.14)

xrcdA
Das Flachenstiick sei entsprechend der Rechte-Hand-Regel orientiert. Dann gilt
j{F(m) -dr = / (V x F(x)) -da (1.15)
DA A
Zur Begriindung zerlegen wir A in viele (n) kleine Parallelogramme P;, sodass
(1.16)

fF dr_zj{F

=lgp,
Dies gilt, da sich aufgrund der entgegengesetzten Orientierung von dr die Beitrige benachbarter Kanten einan-

der aufheben.

A’I‘Q

A’l"l

In einem orientieren Flichenstiick gilt:
(1.17)

Aa = Ary x Ary

Damit folgt fiir den Satz von Stokes:

frerar—(p (e bom) - (os Jon)) an (P (es ban) - r (o Jan)) o
oP;

TLT (V- F(x)) - Arg) - Ary + (V- F(x)) - Ary) - Ary

~

= (Ar1 - V)(Ary- F(z)) — (Arg - V) (Ary - F(x))
MBS (7 o F(2)) - (AT % Arp) = (V x F(z)) - Aa

= ng( dr—ZfF dr—Z(VxF Aa—/ (V x F(x
oA =lgp,

Wiederum gilt dies im Grenzfall Aa — 0 und n — oo.
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Zur Veranschaulichung des Begriffs Wirbeldichte skizzieren wir:

d VXF=0 (e) VXF#0

Spezialfille
Satz von Gauf} fiir Skalarfelder
Setze F(x) =ugp(x) = V- -F =u-V¢ (uist dabei ein ortsunabhéngiger Vektor). Daraus folgt
///u Vo(x) &z = #uqﬁ(m) -da (1.18)
v av

Dies gilt fiir einen beliebigen Vektor w und damit also komponentenweise:

// Vo(x) Pz = #¢(m) da (1.19)
1% oV

Satz von Gauf} fiir ein Kreuzprodukt

Setze F(x) =uxb(x) = V- -F= €ijkOiujby = —€ijku;05by = —u - (V x b)

Ebenso gilt?
#(uxb)~da:u~#bxda (1.20)

ov oV

fu// bed3x:u~#bxda (1.21)
\4

oV

Daraus folgt unmittelbar

Dies soll fiir beliebige u gelten, also gilt

// V x b(z) d%:—#bxda (1.22)
14

2%

Green’sche Identititen

Diese Aussagen ergeben sich als Anwendung des Satzes von Gaufl und erweisen sich in der Elektrostatik als
niitzlich. In den folgenden Berechnungen betrachten wir die Skalarfelder ¢, € C™(R*,R), wobei n > 2, und
ein Volumen V mit geschlossener Oberfliche 9V, dessen Flidchenelement da sein soll.

Wir definieren F(x) = ¢(x)Vi(x) und berechnen
V-F=(Vp)- (V) + eAy (1.23)

(wobei A = V% = 02 /02? + 0% /0y* 4+ 9% /02* der Laplaceoperator ist.)
Wir schreiben noch da = n da mit dem Normalenvektor n sowie mit der Normalenableitung

(V) - da = %ff da (1.24)

Anwendung des Satzes von Gauf} ergibt dann die

?Dies lésst sich leicht folgendermaBen nachweisen: (a xb)-c=¢gipabjcy = aigjpibjcy =a- (b xc)
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1. Green’sche Identitét:

0
[[[wv+90)- (v d = 038 aa (1.25)
% av
Vertauschen von ¢ und ¢ und Bilden der Differenz ergibt die
2. Green’sche Identitit:
op O
A — A 3 = L —y=L 1.2
///(991/) YAp) d°x #(@an 8n> da (1.26)
14 ov
Bemerkung
Mit ¢ = 1 folgt aus der 1. Green’schen Identitét (1.25)
(1.27)

/V/ Awd%zﬁgfda
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1.4 Zur 5-Funktion

Die Dirac’sche §-Funktion ist mathematisch eigentlich als Distribution zu behandeln. Fiir Anwendungen in der
Physik ist es ausreichend, sich auf die vorteilhafte Eigenschaft zu berufen, dass die j-Funktion unter dem Integral
wie eine gewthnliche Funktion manipuliert werden kann. Dies gilt insbesondere fiir Variablentransformationen
und partielle Integrationen.

Anwendungen sind die Darstellung von Punktladungen und -massen, gehen aber auch weit dariiber hinaus.

In einer Dimension soll gelten:?
d0(z)=0firz#0 und /5(x) dz =1 (1.28)

Also erhalten wir

/5(x —a)f(zx) dz = f(a) (1.29)

Ist g(z) eine stetig differenzierbare Funktion mit nur einfachen Nullstellen z,, (also g(z,) = 0, ¢’(x,) # 0), dann
gilt

6(g(x)) = Zk: Sz~ zn) (1.30)
2 g (o)
Beweis:
In einer Umgebung von z,, schreibe
Tnta y(xn+a)
[ sa@s@ a2 [ s d
Tn—a y(zn—a)

Ist y(zp +a) > y(zp,—a) = ¢ (z,) > 0. Falls dagegen y(z, +a) < y(zr, —a) = ¢'(z,) < 0. Allerdings
ist die Richtung der dy-Integration umzukehren. In beiden Fillen ist somit durch |¢’(x,,)| zu teilen.

Ein wichtiger Spezialfall lautet

0(ax) = 6|(ax) (1.31)
1 firz>0
(@) = {O firz <0 (1.32)

Die Ableitung der Stufenfunktion (1.32) ergibt die é-Funktion, da
/ §(2") da’ = O(z)
-0

Fiir die Ableitung der d-Funktion gilt:

— /6(90 —a)f'(z) dz = —f'(a) (1.33)

T=p

[ #a= o) as = [itc - wsto)

Fiir die dreidimensionale §-Funktion schreiben wir mit r = (z,v, 2)” und 7o = (0, yo, 20)” :
8 (1 —ro) = 6(a — 20)d(y — y0)3(z — 20) (1.34)
In Kugelkoordinaten mit 6 € [0, 7] und ¢ € [0, 27):

T = rsinf cos g, y = rsinfsin @, z=rcosf (1.35)

3Hier und auch in allen folgenden Kapiteln soll folgende Konvention (in beliebigen Dimensionen) gelten:

[i@aa= [ f@ e
2
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Wir fassen (1, 0, ¢) als Funktionen von (z,y, z) auf und gehen analog zur eindimensionalen Transformation vor.
So gelangen wir zur Jacobi-Matrix:*

8(z,y,7) sinfcosyp Tcosfcosy —rsinfsing
J = 8’73’ = | sinflsiny rcosfsiny rsinfcosyp detJ = r?sin 6 (1.36)
(.0, ¢) cos —rsind 0
Wir kénnen die Abbildung (r,@,ap) r = (r,y,2)" analog zu 2 — y(x) = g(z) im eindimensionalen Fall
0
die Entsprechung ’ 8(x :9,2)

(r.0,¢)

0(r —10)d(0 — 00)d (v — wo) (1.37)

auffassen, wobei dann |¢'(z)| = = |detJ]| hat. Daraus ergibt sich fiir die

o-Distribution L

3
0% (r —mo) = 73 sin by

Im Integrationsmaf ist wiederum die Jacobi-Determinante zu beriicksichtigen, sodass gilt:

[ #w=rase @t =swo) = [[[ st —miso - o)) @t

27

:///T sin 6, §(r —10)8(6 — 00)d(p — o) f(r)r?sinf dr df dyp = f(ro)
000

Die 0-Funktion kann auch als Grenzfall von Folgen stetiger Funktionen erhalten werden. Zum Beispiel gilt fiir
die Gaufunktion

g(z) = —=c/" / g(z) dz =1 (1.38)

—0o0

und dass g(z) fiir z # 0 fiir 0 — oo beliebig nach Null geht. Ein weiteres in der Physik wichtiges Beispiel ist
die Lorentzkurve

1 5 .
Wir zeigen nun noch die wichtige Identitét
1 1
8 (x — =—— A— 1.40
) A | — o] (140)

Es ist ohne Beschrinkung der Allgemeinheit erlaubt, durch Verschieben des Koordinatenursprungs ' = 0 zu

wihlen. Fiir « # 0 erhalten wir mit |z| = /2% + 23 + 2%:

Fiir « gibt es allerdings noch einen singulidren Anteil, welchen wir durch sein Verhalten unter dem Integral

charakterisieren: ) 5 1
[l e g ot oty anff 5
|| on |z| ||
Vv v v

Da der Integrand des Volumenintegrals nur im Ursprung verschieden von Null ist, konnen wir V' als eine Kugel
mit Radius R wéhlen, ohne den Wert der Integrale zu dndern.

1
#— da = —47R%>— 72 = 47

1
Insgesamt gilt also A— = 0 fiir 0 # 0 und

M2 Caea) =

d.h. wir finden die definierenden Eigenschaften der é-Funktion.

4Eine Merkregel fiir die Jacobi-Matrix ist z.B. J;; = 0x;/0x;.
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1.5 Helmholtz’scher Zerlegungs- und Eindeutigkeitssatz

Sei F(x) ein Vektorfeld, welches im Unendlichen hinreichend schnell gegen Null strebt. Dann gibt es eine
eindeutige Zerlegung in F' = u + v mit u = V& und v = V x V| wobei ® ein Skalarfeld und V' ein Vektorfeld
ist. Damit ist w rotations- und v divergenzfrei.

Zum Beweis der Zerlegung zeigen wir, dass wir wéahlen kénnen:
F(y
s dlle= R ()
|z — yl T ar |z — yl

0 0
Ox; 0x;

Wir bemerken noch, dass gilt

VxVxU= Eijk 73— 9 0 Umek = (5k15im - 5km511)

a é\lm] a U €er — V(V . U) — AU (142)
Damit folgt

;VXVX///f(_y;|d3y=41ﬂvx///vw.F _i///Al‘F
_ivx///F(w d3y+// S —y )d3
V///V Fly _y| V// Yol y‘
_va#mw\.da_w,(w)
ov

Dabei geht der zweite Summand im Grenzfall 9V — oo gegen 0, da nach Voraussetzung |F(y)| fir |y| — oo

1
schneller als — abfillt. Wir erhalten somit als Zwischenergebnis

Y|
F(w>=u(w>+;VXVX///M

v /// ey o= [ rw Vyﬁ #)
///V o Tt // V|wx_z‘ d? (122)#‘ % da+ 4V ()

Aus demselben Argument wie oben verschwindet das Oberflichenintegral und die Rotation des zweiten Sum-
manden liefert v(x). Insgesamt folgt damit die Zerlegung.

Wobei hier gilt

Die Eindeutigkeit folgt, wenn wir zeigen: F'(x) ist eindeutig festgelegt, wenn fiir alle Raumpunkte V - F und
V x F bekannt sind.

Beweis:
Betrachte zwei Felder mit V - F; = V - F, und V x F} = V x F;. Definiere D(x) = Fy(x) — Fo(x). Daraus
folgt V.-D=0und V x D = 0.

Aufgrund der Rotationsfreiheit kénnen wir D = V1) schreiben und zusammen mit der Divergenzfreiheit folgt
dann Aty = 0. Wir wenden nun die erste Green’sche Identitéit (1.25) fiir ¢ = 4 an:

// <w+<vw) (V) &Pz = #wvw ~da=0
=0 av

Das Oberflachenintegral verschwindet fiir hinreichend stark abfallendes . Insgesamt gilt also

[[[ oo

Und da der Integrand iiberall positiv ist, gilt auch D = Vi = 0, sodass Fj(x) = F>(x) V.
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Bemerkungen

e Ein rotationsfreies Feld ist damit ein Gradientenfeld, weil es sich eindeutig als F' = V& schreiben lésst.
e Fin divergenzfreies Feld ist ein Rotationsfeld, da es sich eindeutig als F' =V x V schreiben lésst.

e Wir bezeichnen ®(x) als Skalarpotential und V (x) als Vektorpotential von F(x). Diese erfiillen die Glei-
chungen

A=V -F AV =—4r- i ///(Vy x F(y))0*(x —y) @®y = -V x F (1.43)
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Kapitel 2

Elektrostatik

2.1 Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik

Wir betrachten ruhenden Ladungen und nehmen an, externe Magnetfelder und Stréme sind abwesend. Die
Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik ergeben sich aus der Messung der Coulomb-Kraft F; » zwischen zwei
punktférmigen Ladungen ¢; und g5. Die Coulomb-Kraft

e ist direkt proportional zu ¢; und g3,

e ist umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstands der beiden Ladungen,
e wirkt entlang der Verbindungslinie der Ladungen,

e ist abstoflend fiir gleichnamig und anziehend fiir ungleichnamige Ladungen,

e erfiillt ,,Actio = reactio“.

Es gilt also das Coulomb-Gesetz.

Coulomb-Gesetz

Coulomb-Gesetz

Ty — T2
Fio =kqgp———5=— Fn (2.1)
NIy |x1 — 2| —~
Kraft auf ¢ Kraft auf g2

Dabei sind @ 2 die Positionen von ¢; » und k ist eine positive Konstante.

Wir definieren nun das elektrische Feld E(x) durch die Kraft F(x), welche eine punktférmige Testladung g am
Ort « erfihrt. Fir diese gilt der Zusammenhang F(x) = ¢E(x).

Das von ¢ erzeugte Feld hat also die Form:

Feld einer Punktladung

L2 — T2
Elx)=kqp—— 2.2
(@)= b s (22)

Wir wahlen k& = 1, sodass die Einheit der Ladung durch die Ladungsmenge definiert werden kann, welche
eine Einheit der Kraft auf eine gleiche Ladung im Abstand von einer Léngeneinheit ausiibt. Es ist iiblich
als Basiseinheiten im Gauf§’schen System Zentimeter, Gramm und Sekunde zu wéhlen. Daher riithrt auch die
Abkiirzung cgs-System. Es ergeben sich somit beziiglich des SI-Systems neue Einheiten.

1 dyne=1 g2 = 107° N
S -
1 Fr= 1statC= 1 cm+/dyne = 1 g%cm%s_ls ~3,34-1071° C
Hierbei ist die Einheit der Kraft dyne. Fiir Ladungen der Menge von 1 Franklin (Fr) gilt, dass diese im Abstand
von 1 cm eine Kraft von 1 dyne aufeinander ausiiben. Zum Vergleich geht man im SI-System von der zusétzlichen

Basiseinheit Ampere aus und der Ladungseinheit 1 C=1 As. Die Kraft, welche zwei Ladungen von Q=1C im
Abstand von r=1cm aufeinander ausiiben, ist 1 Franklin.

1 Q2 1 A%?
|F| = T = [F]= .

47eg

19
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In den Proportionalitdtsfaktor geht dann die elektrische Feldkonstante, auch bekannt als Dielektrizitétskonstante,

A N A A%g?
g0 = 8,854.. V—Ii ein. Fir die Umreihnung der Einheiten gilt: 1 V =1 % =1 A—r;l -1 V—Ii =1 N—H; In
diesem Zusammenhang ist also kK = ——. Aufgrund der Wahl der Basiseinheiten m, kg, und A spricht man hier

47eg
auch vom MKSA-System. Wir werden spiiter noch die Maxwell-Gleichungen in den verschiedenen Einheitensys-

temen diskutieren, kehren nun aber zur Elektrostatik zuriick.

Weiterhin beobachtet man, dass das Superpositionsprinzip gilt:
Die von einzelnen Punktladungen erzeugten Felder addieren sich vektoriell zum Gesamtfeld.

qu o 23)

$i|3

Fiir kontinuierliche Ladungsverteilungen finden wir im Volumenelement d®z’ die Ladung dg = p(m’)d?’x’, wobei
p(x') die Ladungsdichte ist. Somit lisst sich das elektrische Feld E(x) wie folgt schreiben.

z—a 3

Der Fluss des durch die Oberfliche 0V eines Volumens V' ist damit gegeben durch

ﬁE(:ﬂ)da:/‘// V.E(w)d?’x://////P(:B/)Vx.Md%’d?’x:—//////;(wz/' P d
—47r////// 53x—w)d3x’d3m—47r///

Diese Beziehung nennt man das Gaufy’sche Gesetzt der Elektrostatik. Wenden wir darauf den Gauf’schen Satz
an, so erhalten wir

// (V- E(x) —4rp) d®z =0 (2.4)
14

Da dies fiir beliebige V' gilt, erhalten wir eine der Maxwell-Gleichungen, welche auch die differentielle Form des
Gaufl’schen Gesetztes genannt wird:

V- -E =4mp (2.5)

Als Nichstes sehen wir, dass E in der Elektrostatik ein Gradientenfeld ist.

/// @) 1"_;15/‘3 &’z = _////)(-’B/)Vmﬁ B3 = —V/// |£(w2/| PBa’

Das Elektrische Feld ist in der Elektrostatik als rotationsfrei.

VxE=0 (2.6)

Wiéhrend das Gauf’sche Gesetzt auch fiir zeitabhéngige Felder giiltig ist, werden wir letztere Beziehung in
der Elektrodynamik noch modifizieren miissen.
Es liegt nahe, nun den Helmhotz’schen Satz anzuwenden und das skalare Potential ¢ zu definieren.

:c):/// |£(_m;)3/| B2 = E=-V¢ (2.7)

Es besteht ein natiirlicher Zusammenhang mit der mechanischen Arbeit, welche zu verrichten ist, eine Ladung
g von einem Punkt A zu einem Punkt B entlang der Kurve I zu bringen.

B B B B
——/F-dlz—q/E-dl:q/V¢-dl=q/d¢=q(¢3—¢A) (2.8)
A A A A

Hier bezeichnen ¢4 p das Potential am jeweiligen Punkt. Damit hat ¢¢ die Bedeutung der potentiellen Energie
des Testteilchens im elektrostatischen Feld.
Weiterhin gilt fiir das Linienintegral

B
/E'dl:m—cz)g (2.9)
A
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und somit fiir geschlossenen Wege % FE -dl =0, wobei A die umschlossenen Fliche sei. Dies folgt eben aus dem
A
Stokes’schen Satz, der ebenso //(V x E)-da = 0 liefert. Da A beliebig ist, finden wir wiederum V x E = 0.
A

Konservative Kraftfelder sind eben rotationsfrei.
Fiir vorgegebene Ladungsverteilungen koénnen wir das skalare Potential sowie das elektrische Feld durch Be-
rechnung eine Integrals bestimmen. Dazu betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel: Rotationssysmmetrische Ladungsverteilung

p(r) = p(r) mit r = |r|. Integriere iiber d*r’, 7' = |r’| und mit den Winkeln ¢ und 6 von =’ relativ zu r.
Somit ldsst sich der Betrag des Differenzvektors wie folgt schreiben:
lr — | = V12 + 172 — 2117 cos 6

27 T e} o0 cosf'=1

! 1
= //sin2 9/7"'2 T r/p(T ) dr’ df dp = 271'/7"2,0(1"') L"T/ V2 + 12 — 21 cos 0’] dr’ =
00 0

2 —2rr' cos @’ J cos@/=—1

oo T oo

3 / ) ! fir ! 1
=or [rE e s o = 2 ey ar {57 ST = an (D [yt [ o
0 0 0

r r fir 7' > r
:

Die Ladungsdichte muss damit schneller als — fallen, damit das Integral konvergiert.
T

r 9 "
|r| Or

7

B(r) = ~Vo(r) = -

Man beachte dabei, dass die Ableitungen, welche auf die Integrationsgrenzen wirken, sich herausheben. Alter-
nativ konnen wir den Gaufy’schen Satz mit Volumen V einer Kugel von Radius r anwenden:

T 4 T
#E -da = 4nr?|E(r)| = 47r/7"’2 drp(r') dr' = E(r)= 7*—721- 2 p(r') dr’
N—_—— r
oV 0 V.-E 0
Wir illustrieren dieses Resultat fiir eine homogene Ladungsdichte innerhalb R mit der Gesamtladung Q.
Die Ladungsdichte sieht wie folgt aus: p(r) = po©(R — 1), po = %
7

Als Potentialterme ergeben sich dann:

2 2 R2
T<R1¢(T):;§(g;+2>;é:3(3]33r2)
. _3Q1R*  Q
7“>R.<j)(r)fﬁ;?f7
%fﬁrr<R
= |E(r)| = —¢'(r) =
Q firr > R
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Nz N
Po
Q/R
-
R
4 |[E|
QIR [
! o 1/7r?
1 .y
R
Flichenladung
FEs n
2
Alt
4 S
Ey D —Alt
1

Fliche A mit Fldchenladungsdichte o(r) fiir € A. Die Flichennormale n zeige von Seite 1 zur Seite 2. Um die
Fliche A wird ein Gaufl’sches Késtchen D der Hohe d (vernachléssighbar klein) gelegt.

1 A
3 f— . —_ — . —_— — . —_— .
é///p(ac)dfoa 4F#E da 47T(n E; —n-E)
D oD

Mit A beliebig folgt: n(Es — E1) = 470

D.h. die Normalkomponente des elektrischen Feldes springt beim Durchgang durch eine geladenen Fliche um
47 mal der Flachenladungsdichte.

Lege nun eine Schleife S der Liange Al tangential entlang eines Vektors ¢ in A.

é/(w)-dS:ajfEdr:Alt~(E2—E1):O

Dies gilt fiir beliebige Tangentenvektoren, also kénnen wir schreiben n x (Ey — Ep) = 0.
Die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes sind stetig beim Durchgang durch eine geladenen Fléche.
Ein wichtiger Spezialfall ist die Oberfléche eines Leiters (z.B. Metall). Innerhalb verschwindet das Potential und

1
damit auch das E-Feld. Das Feld steht senkrecht auf der Oberflache und fithrt zur Influenzladung o = yPL E.
™
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Wir betrachten noch eine Dipolschicht, welche durch zwei Flachenladungen +¢ im Abstand d erzeugt wird:

Di@) = lim o(z)d()

//(m—W||w—£fnw>

1 a=la<|z|=2 —s_ T, 2 + a-V-

|z + al - vm2+a2+2a x v 8

(U @ Ve “_ﬂb Ve ] “_ﬁD ek
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2.2 Energiedichte des elektrischen Feldes

Wir kénnen das skalare Potential ¢ so wéhlen, dass es in der feldfreien Region im Unendlichen verschwindet.
Die Arbeit, eine Ladung ¢; vom Unendlichen zu einem Punkt x; zu befordern ist dann W; = ¢; - ¢(x;).

Angenommen, das Potential wird erzeugt von n — 1 Ladungen ¢; (j =1,2,...,n — 1), dann lautet es
n—1 a;
o(x J = W;=g¢q
() ;m’z—xﬁ‘ ZZMZ_‘BJ‘

Bringen wir die Ladungen nacheinander aus dem Unendlichen in die gegebene Konfiguration, so ist folgende

Arbeit zu leisten:
n

Gq g
W = ZZ ‘wz —jacj| 5 Z (1*51])|$ —j333|

=1 j<1 1,7=1

Fiir kontinuierliche Ladungsverteilung (obiger Fall der Punktladungen ergibt sich mit Gebrauch der §-Distribution)

T e e

In dieser Herangehensweise wird die Energie als potentielle Energie der Ladungen interpretiert. Wir zeigen nun,
dass diese im elektrischen Feld , gespeichert® ist.

W= %/// %";)V-E(m) Pz = —%///(ﬁ(:ﬂ)Aqﬁ(m) d3z
part. nt. 8%///|V¢(93)|2 B — 8%// E]? &

Somit ist nun auch der Zusammenhang zwischen dem Elektrischen Feld einer Ladungsverteilung und der Po-
tentiellen Energie einer Ladung unter dem Einfluss des Feldes

- %///ug\? 43z (2.10)

Die Energiedichte des elektrischen Feldes ist also

Energie des elektrischen Feldes

Energiedichte des elektrischen Feldes

w(x) = 8%|E\2 (2.11)

Beispiel: Geladene Metallkugel mit Radius r

E(r)=E(r)? r=]|r| E = |E|
#E(Zﬂ) .da = 47_(_/ ( )d3 auﬁerhalb 47T7”2E(7’) :47TQ
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{ Qfﬁrr>R

2

éE(’f’): r
0 firr<R

Energie der Flidchenladungsdichte p =

Q |
AT R?’

s [\ )t e | o

le|=R \[|e'|=R

27 1

1 1 1 1 472 R z=1
— B2 | &3 :f4R4//—d 560 do = —2v/1 — = 8m2R3
2/// /// ] O )T ) VRR( —cose) T T R [Fvi-e],_ =8r

le|=R \|z'|=R

Im Vergleich zur Feldenergie:

4 Q\’ Q*[-11° @
W:&T/TQ(rz) dr:2[r]R:2R
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2.3 Randwertprobleme der Elektrostatik

Mit dem Gaufy’schen Gesetzt V - E = 4np und E = —V - ¢ folgt die Poisson-Gleichung:

Poisson-Gleichung
A¢p = —4mp (2.12)

In Regionen ohne Ladungsdichte erhalten wir die Laplace-Gleichung:

Laplace-Gleichung
Ap=0 (2.13)

Wir kénnen sofort nachpriifen, dass die Losung fiir ¢ bei vorgegebener Ladungsverteilung die Poisson-Gleichung

16st:
Ao(z) = A / / / | af(waz P’ = —dn / / / p(@)0 (@ — @) 42’ = —drp(a)

Ist p(z) auf eine Raumregion beschrénkt, so ist klar, dass ¢(x) — 0 fiir |z| — oo, d.h. ¢ erfiillt eine ge-
wisse Randbedingung. Andere Randbedingungen kénnen offenbar durch Addition von Losungen zur Laplace-
Gleichung erfiillt werden.

Zur weiteren Diskussion dieser allgemeineren Randbedingungen erinnern wir uns zunéchst an die 2. Green’sche

Identitét (1.26)
0 0
///(sko—wAso) a? E#(%Z_ a:’) da’
174

ov

1 1
und setzen darin ¢ = 9 sowie ¢ = 7= | 7
T—x

— /V/ [ (~tmotars’a o)+ 2p@)) avar = ff (624 - 2 50) 4w

ov

Aufgelost nach ¢ gilt fiir ¢ € V:
_ PE) 43 i# 196 L0 1Y 4
o(x) = /// i d’z’ + o Ry 50 B da (2.14)
v ov

10
Der erste Zusatzterm entspricht dem von einer Flachenladungsdichte o = 47(‘37(1)’ erzeugten Potential. Der
™ on

zweite Term wird von einer Flidchendipoldichte —4£ erzeugt.

Kategorisierung der Randbedingungen

Dirichlet Randbedingung:
@(x) ist auf einer geschlossenen Flidche OV vorgegeben.

Neumann Randbedingung:

0
e n - V¢ (d.h. die Normalkomponente des E-Feldes) ist auf geschlossener Fliche OV vorgegeben.

Die Vorgabe von Dirichlet oder Neumann Bedingungen bestimmt ¢ innerhalb von V' eindeutig.

Beweis:
Seien ¢; o zwei Losungen, betrachte die Differenz v = ¢ — ¢o.

= Au = 0 im Volumen V und u = 0 bzw. @ = 0 auf dV. Benutze die 1. Green’sche Identitdt mit ¢ = ¢ = w.
ou

on
ﬁ///(Vu)ngx:#u%da:O
1% ov

Dies gilt, da wenigstens ein Faktor im 2. Term verschwindet.

Damit ist Vu = 0 und somit « = const. innerhalb von V. Dirichlet liefert u = 0 wegen der Stetigkeit in V.
Mit Neumann gilt: Die Differenz zwischen den Losungen ist eine Konstante ohne Konsequenz fiir das physika-
lische Feld E.
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Bemerkung: Faraday-Kiifig

Ladungsfreier Innenraum einer geschlossenen Metallfldche:

Gegeben ist, dass A¢ = 0 in V und ¢ = const. auf 9V sind. Offenbar ist somit ¢ = const. eine Losung in V|
und diese ist eindeutig, so dass immer E = 0 innerhalb V' gelten muss.

Green’sche Funktion

Die allgemeine Losung zu

lautet

Green’sche Funktion 1

G2 = o=

+ F(z, ') (2.15)

mit einer Losung der Laplace-Gleichung (2.13) A, F(z,2’) = 0. Damit folgt fiir das Potential

///wa ") d¥a’ (2.16)

G heiit Green’sche Funktion, und den Randbedingungen ist durch geeignete Wahl von F' zu geniigen.Dazu
wollen wir in obiger Integralgleichung fiir ¢, in welcher sowohl Dirichlet- als auch Neumann-Randterme auftre-
ten, jeweils einen Typ Randterm eliminieren. Wir verallgemeinern in obiger Lésung zuniichst ¢ (') = G(z, z')

und erhalten so.
1 0¢ 0G(x,x')
3./ / o ) /
/// z,x') ) &2’ + P (G(m,a} )—an/ gbian/ da
ov

Fiir Dirichlet-Randbedingungen verlangen wir nun Gp(z,z’) = 0 fiir ' € oV

Potential nach Dirichlet

1 0 0G(x, ' /
// Gz, z')p(x') Az’ — E# (G(w,w’)aj - qS((;Z,m)) da (2.17)

ov

Wobei p(x) fir @ € V und ¢(x) fiir € V vorgegeben sind.

Wir zeigen noch, dass Gp symmetrische ist, also Gp(z,z') = Gp(z', z).

Beweis:

Setze in 2. Green’sche Identitit(1.26) mit ¢(y') = Gp(x,z’) und psi(z’) = Gp(z,x’) ein.
— —ir [[[Goly.e)5*(@ ~ ) - Gplz,2)8@ ~ v) &/ = 1x(Gl(z.y) - Go(y.2)
= #(GD(y,a:’)ﬁ’ -VGp(z,2') — Gp(z,2")YA' -V Gp(y,z')) da’ =0

ov

Somit ist die Behauptung bewiesen.

Physikalisch bedeutet dies, dass die Green’sche Funktion die Wechselwirkungsenergie zweier Punktladungen
in Gegenwart von Bildladungen wiedergibt (also z.B. die Dipolfliche), welche die Potentiale der Punktladungen
abschirmen.

Zur Erfilllung von Neumann-Randbedingungen merken wir zunéchst an:

Ay Gz, 2') = —4n83(x — 2') Gaup #— da’ = —4rw

Wir verlangen daher
0G N 4

N — _
an/ (m7m)7 S
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wobei S die Fléache von 9V ist.
Mit (¢) g = 5 # ¢(x') da’ erhalten wir die Losung des Neumann-Problems.
oV

Potential nach Neumann

o(x) = (d)g + /// Gn(z;z')p(x') d®a’ + % %GN(J),Q},) da’ (2.18)
v

Beispiel: Punktladung vor unendlich ausgedehnter geerdeter Platte

x3 >0
o1 3 <0
V ist der obere Halbraum x5 > 0, 9V die x1x9 — Ebene.
1 qr
G ') = — =0 Va' eoV
p(x,z') |l —x'| |z — ! r
Mit 2! =2, 2l = 2, 2} = 2, und ¢; = —1 erfiillen wir diese Randbedingungen.
1 1

Gp(z,x') =

Vi —ah)? + (w2 — @) + (23 —25)? /(21— 21)? + (22 — 25)? + (3 + 25)?
= symmetrisch in & — =’

Diese Green’sche Funktion stellt eine zur wahren Ladungsdichte entgegengesetzte fiktive Ladung auf der anderen
Seite der Platte dar.
Wir setzen nun eine Punktladung @ in den Punkt &’ = (0,0, a)”

Q Q

= — fir 3 >0
VrZ+ 23+ (23 —a)?2 /23 + 23 + (23 + a)?

— ¢(z)

Elektrisches Feld:

Qzy,xa,23 —a)”  Q(zy, 29,23 +a)"
o e R B B R e

E(z) = —Vo() =

Auf der Platte 23 = 0:
—2Qa

e
(22 + 23 + a?)3/2 3

E((l‘l,l‘g, O)T) =

Wie erwartet steht diese normal zur Grenzflache.
Influenzladung:
es-E 1 Qa
4r 27 (2} + 23 + a?)3/2

Influenzladung insgesamt:

2T oo
_ _ Qa r _ S
Q[—/Jdifldfl@__g mdrdg@——Qa _ﬁo__Q
00

Q wird von der Influenzladung mit der entgegengesetzten Kraft angezogen, welche es selbst auf die Metallplatte
ausiibt:

F = /a(xh:vg)EQ((xl,xQ,O)T) dzq dze  (Kraft auf die Platte)
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Dabei ist E¢ der allein von @ erzeugte Beitrag zum Feld:

x1 1
Eq=@ fz (22 + 23 + a?)3/2
_ Qa 7 _ 2 2 1 1 - _ Q?
— F = ez // o 5 dr dp =e.Q%a |:_4_l—(7‘2 n a2)2}0 =e, 2a)°

Dies entspricht der Coulomb-Wechselwirkung von zwei entgegengesetzten Ladungen +@) im Abstand 2a

Beispiel: Geerdete Metallkugel

Als Ansatz setzten wir wieder eine Bildladung an einem Punkt x7||x
1 ar
G
D) S e T e

Randbedingungen Gp(z,z’) = 0 fiir |z| =
1
a =0 mit z>R,2! <R

+
VR? + 272 — 2Rz cos

_—
Va2 + R?2 — 22’ Rcos o
I 1 1 1 R I R ; Ra
R 12 o T R2 R — =y und R 2 r ' x
\/1+ﬁ—2ﬁcosa \/1+ﬁ—2;cosa
1 R 1 ! 1
/

R n_
GD(:B’CC)_|:1:—:B’|_? R*’2'| |z-a/| |=x R
T — —= - —x
'z

T
R x’

1 1 .
— symmetrisch

Va2 + 22 — 2z2 cos o 2222
— + R? — 2z’ cos
R2

Der Vollstéandigkeit halber notieren wir noch die Normalenableitung (F = —% , da n’/ in die Kugel zeigt)
n b
/2

Trx
— T COS

0Gp z' — xcosa R
12,12

on' |_p (22422 — 222’ cosa)3/2 22 3/2
< o + R? — 2272/ cos a)
R z’'=R

2
x
R — E . 72 — R2
(2 + R?2 —2xRcosa)3/2  R(x2 + R?2 — 2xRcos a)3/2

Damit kénnen wir ¢ auf der Kugel vorgeben, d.h.:

o= [[[ énta. oot / [o2rmt) ay (2.19)
1%
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Letzterer Term ist natiirlich im Fall der geerdeten Kugel, ¢(x) = 0 fiir |&| = R nicht nétig. Die Punktladung ist
nun charakterisiert durch p(z)Qd*(x — a), so dass wir fiir das Potential der Punktladung im Punkt « auBerhalb
der geerdeten Metallkugel erhalten:

Potential fiir geerdete Metallkugel

o(x) = Q///éB(m’ —a)Gp(z,2') A3z’ = |scc—2a| -T2 @ 7 (2.20)
v

—Tr— —a

R a
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2.4 Entwicklung nach orthogonalen Funktionen

Seien die U, (§) fir n = 1,2, ... ein Satz reell- oder komplexwertiger Funktionen. Die U,, sind orthogonal auf
(a,b), wenn gilt:

Orthogonalitidt von Funktionen

b

/U;;(g)Um(g) dE=0  firm£n (2.21)

a

Der Satz heifit orthonormal, sofern vorige Beziehung wie folgt normiert ist:

Orthonormalitit von Funktionen
b

a

Ist f(£) quadratintegrabel auf (a,b), dann gilt

b

=Y aln©  mita,= [UHOFE) i

a

wie man sofort durch Einsetzen von f(§) verifiziert. Andererseits gilt:

Z/U* ) d —/ZU* Un(€) d€’

Hieraus folgt dann die sogenannte Vollstandigkeits-Relation.

Vollstindigkeits-Relation

> ULEUA(E) =6(¢ - ¢ (2.23)

n=1

Das berithmteste Beispiel ist die Fourier-Reihenentwicklung orthonormaler Funktionen auf (—g, g):
\/2 . (27rmx> \/2 (27me>

— sin und 4/ — cos

a a a a

1 = 2mma . [ 2mmzx
f(x)—zAO—i-mz::l{Amcos( " >—|—Bmsm< ﬂ

a
a/2 a/2
2 2 2 2
Ay =— / f(z) cos( me) dz;  Bp=-— / f(z) sin( ﬂmx) dz
a a a a
—a/2 —a/2

Die Entwicklung nach orthonormalen Funktionen lédsst sich auch auf mehrere Dimensionen verallgemeinern.
Z.B. 2 Dimensionen mit Uy, (§); & € (a,b) und V;,(n), n € (¢, d)

Z Z anm '!’L 'VYL 77) mlt a”m - // ’HL 5 77) dn d§

Fiir |a; b] unendlich lang erhalten wir ein Kontinuum von Funktionen an Stelle einer abzihlbaren Menge. Wich-
1

tigstes Beispiel sind die Fourierintegrale. U,,, = —e
a

i2mmz/a. orthogonales Funktionensystem auf (—a/2,a/2)

f A elQﬂ'mr/a mit A, = / f —127rmz/a dz
> Va

mffoo
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2mm
Nun a = 00, — =k
a

T a 7 1
dm = — dk, Ap, = —=A
zm::>/ m 2m/ , :\/& i
—00 —00
= f(z) = /e””A(k) 5~ mit A(k) = /e*i’”f(x) dx
™
Orthonormalitéit:
/ k)T gy = 278 (k — k)
—o0
Vollstandigkeit:

T ioarp dk
/el(w—w )k %:(5(%—1'/)

—00
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2.5 Variablenseparation

Die Laplace- und Poisson-Gleichungen sind partielle Differentialgleichungen, die die partiellen Ableitungen der
Losungsfunktion nach den verschiedenen Koordinaten beinhalten. Partielle Differentialgleichungen beschreiben
zahlreiche physikalische Systeme, und oft ist der erste Schritt zu deren Losung eine Variablentransformation,
die eine Separation in gewohnliche Differentialgleichungen erlaubt. Die Wahl der geeigneten Koordinaten héngt
typischerweise von der Geometrie des Problems ab (d.h. von den Quellen und Randbedingungen). Unter den
wichtigsten Féllen sind rechtwinklige, sphérische und zylindrische Geometrien. Wir beginnen mit dem recht-
winkligen Fall. In kartesischen Koordinaten lautet die Laplace-Gleichung.
¢y  0%°¢ 0% _

D22 + 8?/2 + 92 0 (2.24)

Angenommen die Losung hat Produktform.

12X 14 1d°Z

d(z,y,2) = X(2)Y (y)Z(2) = X a2 + Y ay? + a2 0

Diese Gleichung soll fiir beliebige Werte der einzelnen Koordinaten gelten.

1 d2X o 1d%Y

1d?Z
— 2. 2 n2. 2

g = mite? s gt=

= — —— =

X dx?
Somit lisst sich fiir ¢ ein Ansatz iiber Exponentialfunktionen machen, welche obige Gleichung erfiillen wiirden.
p(x,y, 2) = eFiovetifuetyot+hz (2.25)

Parameter o, werden durch die Randbedingungen bestimmt.

Wir wollen hierzu einen Kasten mit Seitenldngen (a, b, c), mit verschwindendem Potential auf allen Flichen
auler z = ¢ mit Potential ¢(x,y,c) = V(x,y), betrachten.

Nun wollen wir unsere Randbedingungen auf knappe Weise auf die zuvor bestimmte allgemeine Losung fiir
das Potential (2.25) anwenden. Aus den Bedingungen, das ¢ = 0 auf den Flichen x = y = z = 0 konnen die
Exponentialfunktionen spezifiziert werden.

z =sin(az); y=sin(By); =z =sinh(y/a?+ 522)

Ebenso soll das Potential auf den Flichen z = a; y = b verschwinden, wodurch sich fiir die Argumente voriger
Funktionen folgende ergeben.

aa=nm; Bb=mwr  mitn,m=20,1,2...

nm mm n2 m2

= Qp = y Bm: ;o Ynom =T 72""_ p)
a a a a

Nun kénnen wir die zuvor eingefithrte Entwicklung nach orthogonalen Funktionen anwenden. Allgemein lasst
sich ¢ eben auch als unendliche Reihe summiert iiber m und n darstellen.

o(z,y,2) = Z Ay sin(apz) sin(By) sinh (v, m2) (2.26)

n,m=1

Nach der Entwicklung ldsst nach den Reihenkoeffizienten A, ,, umformen und die Randbedingung ¢(z,y,c) =
V(z,y) einsetzen.

Vi) = 3" Awp sin(one) sin(By) sinh(ym0)

n,m=1
4 a b
Apm = m / / V(z,y)sin(a,z) sin(b,,y) dy da
00

Wiirden wir auch nichtverschwindende Randbedingungen auf den iibrigen fiinf Oberflichen voraussetzen, so
erhielten wir die allgemeine Losung durch lineare Superposition der entsprechend konstruierten Potentiale. Der
hier besprochene Seperationsansatz eignet sich als fiir auf rechtwinkligen Flichen vorgegebene Randwertbedin-
gungen.
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2.6 Randwertprobleme in Kugelkoordinaten

Wir betrachten nun das sphirische Koordinatensystem mit 6 € [0, 7] und ¢ € [0, 27).

Fiir die Koordinatentransformation von Kartesischen in Kugelkoordinaten gelten folgenden Formeln:
x =rsinfcosp; y=rsinfsiny; 2z =rcosfh (2.27)

Um die partiellen Ableitungen in Kugelkoordinaten zu erhalten notieren wir die Jacobi-Matrix.

sinfcosy rcosfcosp —rsinfsingp
J = M = | sinfsinyp rcosfsingy rsinfcosyp | = (878, 8) = (6,8, 8) J  (2.28)
a(r,0,p) cos —rsing 0 or’ 90’ Oy ox’ dy’ 0z

Zur Berechnung des V-Operators benétigen wir als die inverse Matrix.

sinfcosy  rsinfsingp cos 6
<6 9 8) _ (6 o 8) Jl— J— O(z,y,2) _ 1cos@cosgp }cosﬁsingo —lsinﬁ
Ox’ dy’ 0z or’ 90’ Oy a(r,0, ) r_lsingp r 1cosy TO

r sin 6 r sinf
. 0 1 0 1singp 0
i sm@coscpa + ;cos@cosgo% ~ o nd 87;5
0 . .0 1 .0 lcosyp 0 1
— Z 4z — 4 — 7 Spalt J
3y smHsmgoar—i—rcostmgpae-i-rsine % palten von
5= cos 9% sm&%
Drehung der Basisvektoren:
or or or
_or . _ 00 . _ ¢
e’l‘ - g I 69 - al I etp - al )
or a0 dp

Hierbei merkt man, dass e, die mit rsin ¢ normierte 1. Spalte der Jacobi-Matrix und eg und e, die normierte
2. und 3. Spalte darstellen.

1 .
) —cosfcosp _Ising
sin 6 cos ¢ r sin@
e, = [rsinfsing | eg = | = cosfsing [ e, =] 1lcosy (2.29)
cos 6 " r sin @
—~sinf 0
,

Somit ldsst der Gradient in Kugelkoordinaten bestimmen.

Gradient in Kugelkoordinaten

— o 0 €y 0 €y 0
V=erler-V)teoleo V) +egle, V)= erc'?r + r 00 + rsinf dp

(2.30)
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Direktes Nachrechnen liefert dann:

Laplace-Operator in Kugelkoordinaten
162 1 9 9] 1 1 9
A= -—— —— — (sinf— |+ = ———— 2.31
ror? r2sin 6 00 (sm 89) 72 sin? § Op? (2:31)
0% 20
“or2 rar
Dieser Operator wirkt auf das Potential ¢. Falls dieses faktorisiert ist gemé&f
U(r
o(@) = " p)Q(o) (232)

erhalten wir aus A¢ = 0 (von links mit r multipliziert):

2U  UQ d P UP d*Q
PQS Wt m T
@ dr? + 2sngdd o e N r2sin” § dy?
1420 1 1 d dP|  14d2Q
- - —sinf—| + =—— =
Ta? " Prsmeas ™ ag| " Q dy? !

= r2sin’ 6

Um dies fiir beliebige Werte von ¢ zu erfiillen, muss der letzte Term konstant sein;

1 d%2Q 2

Qdg®

Diese gewdhnliche Differentialgleichung hat die Losungen Q = ™% mit Q(¢) = Q(¢ + 27m) fiir
nclZ=mc2s
r?d?U 1 1 d . dP m?

———+t =—— —sinf— = ——
Ud?  Psngdd """ ~ sinZe
Damit der Seperationsansatz giiltig ist, sollten die #-abhéngigen Terme wiederum konstant sein. Wir substitu-

leren r = Cos d = sind do

11 d/.,,1dP\y 1d o d J\  om?
:‘psmm<sm esinedﬂ)_de((l m)dzP)_l—xQ W+

Dabei haben wir die Konstante gleich —I(I + 1) gesetzt. Es folgen die gewdhnlichen Differentialgleichungen

% ((1—:52)‘31;) + (z<z+1> - 1’1”‘;) P=0
Q2U 11+1)

dr2 r2

U=0

Fiir die beiden Losungen der Radialgleichung erhalten wir unmittelbar.

Radialgleichung Potential in Kugelkoordinaten

U(r) = Ar'™! 4 Br~ (2.33)

Die Gleichung der Abhingigkeit vom Polarwinkel wir allgemeine Legendresche Differentialgleichung genannt.
Fiir Situationen, welche unabhingig vom Azimuthalwinkel ¢ sind, ist m? = 0
Dann erhalten wir die Legendresche Differentialgleichung.

% ((1 - xQ)iJ;) +I1(1+1)P =0 (2.34)

Diese wollen wir zunéchst betrachten. Zur Losung machen wir den Potenzreihenansatz mit a einem noch zu
bestimmenden Parameter.

P(z) =z” Z a;x’
§=0
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert.

> la+i)(a+i—1)a;z®72 = [(a+j)(a+j+1) = (1 +1)]a;z*] =0

j=0

Wobei gilt: 2% — Terme — —2(a+j) — (a+j)(a+j—1) = (a+j)(a+j — 1).Damit dies fiir alle 2 € [~1;1]
gilt, miissen die Koeffizienten der einzelnen Potenzen separat verschwinden. Fiir die beiden niedrigsten Potenzen
gilt:

072 a(a—1)=0 fir ap#0; 272 ala+1)=0 fir a3 #0

Die Summanden j > 2 ergeben die Bedingungen.

(ati)a+i+1-100+1)
@+jtDatjra

Ajy2 =

Die ersten beiden Bedingungen sind dquivalent. Wir wéhlen daher die erste und erhalten zwei Félle:
e a = ( es treten nur gerade Potenzen auf

e o =1 es treten nur ungerade Potenzen auf

Wir sehen weiterhin, dass fiir j — oo gllt — 1 Die Reihe wiirde dann fiir = £1 divergieren, so dass
oz]

wir stattdessen fordern a; = 0 fiir ein bestimmtes j (dann verschwinden wegen der Rekursion auch die héheren

Koeffizienten).

a = 0 oder a = 1 = Die Reihe bricht ab fiir [ eine ganze Zahl grofler gleich Null.

Dabei ist 2! die groBte Potenz, und fiir o = 0 wihlen wir [ gerade, fiir v = 1 ungerade.

Die Losungen der P;(x) heiflen Legendre-Polynome und sind auf P;(1) = 1 normiert(Konvention).
Die ersten Legendre-Polynome lauten:

Py(x)=1; Pi(z)=x; Py(x)= %(:ax2 —1); P3(x) = %(5@«3 —3xz), Pyz)= %(35@4 — 302% + 3)

Eine Rekursionsformel fiir die Legendre-Polynome ist die Rodrigues-Formel (ohne Beweis).

Rodrigues-Formel
1 d

5T dxl( — 1) (2.35)

Bi(z) =

Ebenso stellen die Legendre-Polynome ein orthogonales Funktionensystem dar.

Beweis:

1 1
B d ,.dP, dPldPl
—1

Vertausche nun [ — !’ und bilde Differenz:

1

U+ 1) — I+ 1) /Ple dz =0

= Das Integral verschwindet fiir  # [’
Andernfalls gilt:

! ! l 2 1\ ! 21
J1Ra)? ar = s | (fxlu?l)l) ar =30 [ -1y e - e

(20)! / (2 2822
/(1_962)1 dz = 212 20+ 1) 2+1
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Berechnung der Integrals:

37

1 1 1 1
1 d
X = /(1 — 2 dz = /(1 — 2t dy — /z2(1 2 =+ f/z—(l — 2l dz
21 dz
21 21 21 21
1 1 i 1 21
P.L 1
= x;_1 + 2 [2(1 — 22)1]71 ~ 5 /(1 — 22>l dz = 2;(1 + ﬂ))xlﬂ o= TR T T1-1
21
mit xg = 2:
2 20-120-2) 2221, 2% 922(] —1)2 92.9292.12 _ 2.4I(11)2
"To+120-1 20-3 5 3 @+ n2@20-1)20-1) 7 5.4 3.2 7 (20+1)!
Insgesamt:

Orthonormalitéitsrelation Legendre-Polynome

1
2

Py (x)P, de = —— o 2.36
[ Pe@pie) as = 52 6 (2.36)

1

Entsprechend unserer obigen Definition ist der orthonormierte Satz von Funktionen gegeben durch.
20+1

Ui(z) =/ —5— (=) (2.37)

Funktionen im Intervall [—1; 1] kénnen nach den Legendre-Polynomen entwickelt werden:

1
204+1

f@) =S Ab()  mit Al:T/Pl(x)f(x) dz
=0 )

Beispiel: Halbkugeln mit entgegengesetztem Potential

Im Falle azemuthaler Symmetrie ist die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung nun gegeben durch:

oo

o(r,0) = Z (Ayr' + Bir—(L + 1)) Py(cos6)
1=0

Ist das Potential V' (6) auf einer Kugel vom Radius R gegeben, und des ist ¢ im Inneren zu finden, dann muss

B; = 0 VI gelten, damit das Potential endlich ist.

< 2A+1 [
= entwickle V(0) = ZAlRlPl(cos 0) mit A; = 27‘;; /sin 0P (cos )V () do

1=0 )
Unser Beispiel entspricht.

) +V fUrO§6<g " 20 +1 / 1 ;
V(o) = = A=V ——— [ P(x)sign(z) de = A; = 0 fiir [ gerade,
(©) -V ﬁirg<9§ﬂ' : 2R! /1l<)g(> : 8

v 1
A = —.3.=
20+ 1 i 1 ]1%/ 2 1
= fiir [ ungerade: A; = T_t/Pl(x) der = A= =R 7 <_8>
0 |4 1
As = — 11—
TR 16
r,0 3r 773 11 r®
(’b(v ) = §RP1(cosc9) - gﬁPg(cosﬁ) + FﬁPG(cosﬂ) + ...

(2.38)

Fiir Probleme ohne azimutale Symmetrie behandeln wir nun noch den allgemein Fall m # 0. Dieser kann
einerseits mit den Methoden fiir m = 0 behandelt werden, andererseits bietet der Drehimpulsformalismus einen
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sehr eleganten Weg an, auf den hier verwiesen wird. Hier stellen wir die wichtigsten Ergebnisse zusammen.
Die normierbaren Lésungen zu

2

% ((1 - ﬁ)if) +((+1) - %)P =0 (2.39)

sind die zugeordneten Legendre-Polynome.
Fiir m > 0 kénnen wir diese erhalten durch folgende Rekursionsformel.

PP () = (1) (1~ 2% S

WPl(x) (2.40)

Wiederum muss [ > 0 eine ganze Zahl sein, und zusédtzlich muss gelten —I < m < [, ebenso eine ganze
Zahl.
Mit der Rodriguez-Formel erhalten wir auch fiir m < 01.

(71)m 2\m/2 d+m
TR =

B (z) = (a? - 1! (2.41)

Da die Differentialgleichung nicht von sign(m) abhéngt, sind die Losungen zu +m proportional zueinander,
wobei gilt:

Orthonormalititsrelation zugeordnete Legendre-Polynome

1
m m 2 (I+m)!
—1

Insgesamt konnen wir die winkelabhéingigen Faktoren der Losung zusammenfiigen und so ein Orthonormal-
system auf der Sphére erhalten. Dies ist gegeben durch die Kugelfidchenfunktionen.

Kugelflichenfunktionen

Yinl0.9) = 2201 Ej - ;’3:3% 6)eime (2.43)

Diese sind Losung der Differentialgleichung

1 0 . 0 1 92
o (0055 )+ g | Yin(0.9) = —I(1+ DYin 0,6) (2.44)

Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen.

Yi—m(0,0) = (=1)"Y;y, (2.45)
Orthonormalitit N
//sin 0Y;r . (0,0)Yim (6, 0) d0 dep = 81y Sy (2.46)
00
Vollstindigkeit
3 S V(0 Wi (0.) = 6o — ¢ )6(cos 0 — cos) (2.47)
1=0 m=—1

Entwicklung in Kugelflichenfunktionen

0o 1 21
20+ 1 o
96,00 =D 3" AmYin(0:9) & A =[50 [ [sino¥i,0.0000.0) 00 a0 (29
1=0 m=—1 0
20+ 1
Fiir m = 0 gilt: Yi0(0, ) = + Py(cosb).

47
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Fiir m #= 0 verschwinden die P/ (cos#), wenn 6 = 0, 7 ist.

2m T
2l+1 20+1
g(0=0,p) = Z\/iAlo mit Ajg =4/ —— Jr //sm&Pz (cosB)g(Op) dO dp

Allgemeine Losung des Randwertproblems in Kugelkoordinaten:

T ‘9,90 Z Z {Alm’r + Binr™ 1):| l/lm(eﬁp)

=0 m=—1

2.7 Additionstheorem fiir Kugelflichenfunktionen

39

(2.49)

(2.50)

Betrachte zwei Vektoren  und ' in Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) bzw. (r,6’, ¢"). Der Winkel zwischen diesen sei

I". Dann lautet das Additionstheorem:

Additionstheorem l
Pi(cosb) = Y (0,0 Yim (0, @) (2.51)
Beweis:
1
Wir entwickeln ———— (mit z = |z|, 2’ = |z')
|z — |

x -z’ = z2'(sin 0 sin 6’ (cos p cos ¢’ + sin @ sin ') + cosf cos §') = xa’ (sin O sin 6’ cos(p — ¢’) + cosH cos 0')

1
|z — /|

max(r, rg) und r« = min(r, 7o) folgendes gelten:

o0

1
o] > (Al(x/)ffl + Bz(x’)x_(l“)) Pi(cos )
1=0
Fiir « || ' muss gelten:
1 1 1 1S l
x’—ngl QU:?Z(*) fir = <a'
1 T 1=0
1
|l — /| 11 1 1 >0 ! /
r—a x/—gz . fir = >x
1—— 1=0
x
1 i , 7! , 2!
e :Z O(x —x)W—F@(x—x)W Py(cos7)

1=0
Andererseits lautet die allgemeine Entwicklung in Kugelkoordinaten:

1

= 2 Awm (@8 O 0, 0)

LlUm,m’

Wir werten aus (nutze Ergebnisse aus Kapitel 1 und Vollstédndigkeit):

2
'mm' Ox
4 500 —o S
ey M oy = T w) > 3 0 in )
=4(cos O—cos 0) mom=
Koeffizientenvergleich—>
10* I(+1) 47

All/mm’ (17, l’/) = Alm(x, x’)éll/émm/ und ( — ) Alm(l’, 17/) = 7*25(I — SC/)
T

x 02 2

192 1
(2 g+ ) A ! i 8, Wi 0.9) = —175%(0 — 2') =

ist Losung der Laplace-Gleichung und symmetrisch und die x’-Achse. Einerseits muss mit rv =

(2.52)
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Ay ist stetig differenzierbar auBer fiir x = 2’, wo sie nur stetig ist, damit bei der zweiten Ableitung die d-
Funktion erzeugt werden kann. Dariiberhinaus sollte die Funktion fiir # oder 2’ gegen Null einen endlichen
Wert annehmen und fiir 2 — oo oder 2’ — oo gegen Null gehen.

. x/21+1
A (z,2") = (z,2") = O(2' — z)a(2')z’ + O(z — x')al(x’)w
Den Koeffizienten a; bestimmen wir durch die Normierung der §-Funktion. Da Ay, (z, z’) selbst stetig ist, kann
in obiger Gleichung die §-Funktion nur durch die zweite Ableitung auf einen "Knickin A;,,(z, x") erzeugt werden.
Es geniigt also, folgendes zu betrachten

1 H? 47 0?

4
o —x Ay (z,2) = fﬁé(z,x’) + Ry(z,2) = 92 —15(% z') + Rao(z,2")

Alm (I x ) 112

Dabei ist R eine stetige, Ry eine endliche Funktion(aber mit Unstetigkeit fiir z = ).

o2 [/ 9 dr
mAlm(xﬁyx/) dz' = _471-/ (HQ(S(CC T ) + Rg(@f)) dz" — %Alm(l‘,.fﬂ/) - _ﬁg(m—m/)ﬁ-Rg(%x/)
stetig
Graphik
2% 0 2% 0
li — | ——=—Aim ! - Ap (a2 =1
P { ( dr oz (@ )>z<z, * ( dr oz (@ )>r>zl
Einsetzten obiger Entwicklung ergibt dann:
N — v o =1=1 I+1 l 1 l+1:7
( iy a )dxx> + < i al(x)dx xl+1> AU+ e ay(x)
4r 1 47 ! z!
/ / /
= q(z') = 2l+1x’l+1:>Alm(x ') = ST {@(x —x)W—F@(x—x)le]
Einsetzten in obige Entwicklung
1 ZL’l (Ell
m ZAlmTHT)Yzm(@,SD )Yim (0, ) = { x)w—k@(x—w) l+1:|}/2m(9 ¢")Yim (9, ¢)
(2.53)

Der Vergleich mit der Entwicklung in Legendre-Polynomen zeigt dann die Behauptung.

2.8 Green’sche Funktion in Kugelkoordinaten fiir Randbedingungen
auf der Sphire

Wir kénnen nun mit obiger Methode eine Green’sche Funktion in Kugelkoordinaten fiir Dirichlet-Randbedingungen
bei einem endlichen Radius R an Stelle von R — oo bestimmen(d.h. A, (z, R) = 0 verlangen).

Andererseits konnen wir die Entwicklung in Kugelflichenfunktionen aus vorigem Abschnitt direkt auf das Re-
sultat

1 1
G a) = le—a'| |2/ R fir z,2"> R (2.54)
—xX 7$/
R x!
anwenden.
'\
am a! a"! xa! < R ) za’ R!
=G "= ez’ O(x — 2 ©O|R— — Ol ——-R
) 2t . x)x/lH Ol =) < R ) RiH1 ( R ) 2\
) — —_— [
=d, da z,x’ >R =1 R
Vi (0,0 Y1 (0, )
4m , 2! ol R2H+1 o
— 2 N1 |:@($ — $)4x,l+*1@(l‘ - )THl - W Ylm(9 , )Ylm(9,<p) =

Ar 1 . R2l+1 1 . R2l+1 . ,
- Z 20+1 {6(‘@/ — ) /L (z gt +O(—2) 75 Pt " — VY Vi (07,0 Yim (0, ¢)
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Dem letzten Ausdruck sehen wir die Symmetrie in x < 2’ an, sowie die Randbedingung G(z,z’) = 0 falls
x = R oder 2’ = R.
Die Green’sche Funktion fiir Ladungen innerhalb der Kugel kann auch aus obigem Resultat abgelesen werden:

47 ! 2! z ),
G(z, w’) = Z A+1 [@(x’ - x)r +0O(z - x/)le o ;2131} Ylm(gla @I)Ylm(@, p) =
l,m

1 2/t 1 xt
— l l *
- 2A+1 |:®(xl - .T)$ (x/l+1 - R2l+1) + @(I - x/)ml (xl+1 - R2+1 >:| xflm(ex (p/)lem(aa (P)

Wiederum sind Symmetrie und Randbedingungen an der Kugel manifest, dariiber hinaus ist die Losung regulér
im Ursprung.

Beispiel: Konzentrisch, geladener Ring in geerdeter Hohlkugel

-3
i

Der Ring trigt die Ladung ) und hat einen Radius a, die Kugel hat den Radius R.

p(x') 222 §(x' — a)é(cos ')

27
Q [e's) 1 (Ll
// Gz, ' )p(x') Az’ = 27m227r Sln9/22l+1 2"25(z' — a)6(cos 0') |O(a — x)a! eSS TR +
0

1 7! 20+1
+0(z — a)d* (xl-s-l - R2l+1)} o Py(cos0)Py(cosb’) da’ df' =

l l

1 a 1 T
QZ[ a—x)x (aH_l—RQH_l>+@(x—a)al (W_RQI‘H>:| Py(cos0)Py(cos )

Eine etwas einfachere Form wir noch erreicht mit

—2)-...- 2 fiir n gerade
—1)"(2n — 1)t n(n &
Py, 1(0) =0 und Py, = ()Q(n—n'); nll=14 n(n—2)-...-1 fir n ungerade
n. 1 firn=0

> 1 a®” on [ 1 " (=1)"(2n — 1)!!
= Z { a—z)x <a2"+1 R4"+1> +0O(z —a)a <x2”+1 - R4n+1)] o] - Py, (cos 0)

Beispiel: Geerdeter geladener Draht in geerdeter Kugel

Hierbei tragt der Draht wiederum die Ladung @ und hat eine Lange von 2R, als dem Durchmesser der Kugel.

Q

1
p(x') = ﬁmw(cos 0 — 1)+ 6(cos 6 + 1)]

Dabei haben wir angenommen, dass der Draht im z-Richtung orientiert ist.

2m

1
///x p(x') da’ dcos@ dy’
0 0

a
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Damit ist die Ladungsdichte per Einheitslinge im oberen Halbvolumen konstant (und entsprechend fiir die
unterer Hélfte). Wiederum besteht azimutale Symmetrie.

R 1
Q [nf1 o~ _dm (L
o00) = qo [ [ 5 | doost @' @a'S o et e s = g ) +
0 0 1 =0

!
+O(z — a')z" <:c11+1 - R;“)] 20+ 1Pl(cos 0)Pi(cos@')[6(cos @' — 1) + §(cos @' +1)] =

4m
Q T 1 z'! 1 !
0

Die ungeraden Summanden verschwinden wegen P;(—1) = (—1).
7 l 11l ! 141 @ =R ! ! 2041
I T T'r | 1=z A 1z 1 1 =z 1 =z
N AV i el B P s b e I & Bl g A g
L j 2! 2t L 1 =" 1 1 g2+
2= gl RAHL ) T (T4 )ttt 41 RAFL | 41 [+ 1R+
0

12t 1 1 a2t 1 20+1 T\!
L+Ih=——+-— = = 14 (2
L AL B o A v 1(z+1)(+(3>>

Fiir [ = 0 miissen wir eine Definitionsliicke schlieflen:

xt d sx\!
2(1-%) - a (%) d 1oz =1 et R
og — xr log —
1 = 1 = — 1 —_— R :—. _ R p— —_—
fmh + I = Jim 211 EVRTE i log e log
Q = dn+1 (m 2n
— #l@) = 3 |log +Z2n )\ R) Pan(cos )
1 1 1 0¢ Q dn+1
—n-E=——n- - 2 _— > P,
T = VO 4 o | AnRZ +n:1 o+ 1 MCOSQ)]

Anzumerken ist, dass der Normalenvektor n relativ zur Oberfliche nach Innen zeigt, entgegengesetzt zur Nor-
malen auf JV.

Da die Legendre-Polynome Py, orthogonal zu Py = 1 sind, tragen sie zur induzierten Gesamtladung nicht bei.
Diese ist wie erwartet —Q).

2.9 Entwicklung Green’scher Funktionen nach Eigenfunktionen

Die quadratintegrablen Funktionen mit dem Skalarprodukt / / / Y(z)¢p(x) de*z bilden einen Vektorraum. In

diesem kann der Laplace-Operator als ein hermitischer Operator aufgefasst werden. Die Green’sche Funktion
ist dann sozusagen das Inverse dieses Operators, wobei aber die Losungen der Laplace-Gleichung als Nullmoden
gesondert zu behandeln sind.
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Betrachte den Operator A + f(x):
= Losungen zu Ay, (x) + f(x)n () = —Ann(x) sind Eigenfunktionen zum Eigenwert A,. A, kann diskret,
kontinuierlich oder beides gleichzeitig sein.

Orthonormalitit

/V/ / 0 ()t (@) 4 = G (2.55)

Wir nehmen auch an, dass die Eigenfunktionen einen vollstdndigen Satz bilden.
Suche nun die Green’sche als Losung zu

AG(z,x') + [f(z) + NG (z,2') = —476* (x — =)

wobei A hier als ein Parameter behandelt wird.
Sofern die Green’sche Funktion dieselben Randbedingungen wie dei Eigenfunktionen erfiillt, konnen wir entwi-
ckeln:

)= anl@ (@) = ) an(@) (A = A)tu(z) = —4nd’(z — @)
Multipliziere dies mit ¢}, () und integriere iiber d*z

= am(x) =47 T/’;:f\/) G(z,x') —47rzw* m*>\ ()

Fiir kontinuierliche Spektren wird aus dem Summenzeichen ein Integral.
Einfachstes Beispiel: Der Poisson-Gleichung ist die Eigenwertgleichung (A4 k2)¢k(:13) = 0 zugeordnet, mit den
kontinuierlichen Eigenwerten k% und den Eigenfunktionen ¢y (x) = ¢'*®

Orthonormalitit

/ / Gp(@)n() = (20)°8° (ks — k) (2.56)

1 eik-(m—:ﬂ’) d3k
=4 - 2.
P /] @n)? (257)

Vgl. direkte Berechnung des Fourierintegrals:

00 1 .
71k r=lz—a’| . , e*lk’l“ cosf—er
71’6 “ ’ ‘/'E = eilk @’ 7 Q_’,’ = eflk'w 27-(- ,,,2 = dC089 d’f’ _
|$—33 | |w—:[: | 6=V (z—x' k) r
0 -1
9 k -
—ik- 1 - - —i 2sin r _ e~ ikx
= 27e ik-x’ r— [e ikr elkr] e " dr = 27e ik-z’ e dp = A -
—ikr 2
0 0

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir das Dirichletproblem in einem rechtwinkligen Kasten mit den Begren-
zungsflichen x =y =2 =0, £ = a, y = b, z = ¢. Die zugehorige Eigenwertgleichung ist

wobei die Eigenfunktionen auf den Randflichen verschwinden

Diskrete Eigenfunktionen

8 . lmx . mmy . nwz . 12 m2  n?
:>wlmn(x,y,z):1/%5m73m bysm?; mit k:l%,mﬂ'2<a2++62 ,Imyon=1,2,3,..

B2
Clmx . ommy . nwz | lnx’ . mmy . nw?
32 0 Sin 7 Sin b Sin ? Sin a Sin b Sin c
Gz, x’ 2.59
( ) wabc 2 m?2 n? ( )
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2.10 Multipolentwicklung

Wir nehmen an, ein Potential werde von einer Ladungsdichte p(x), welche nur innerhalb der Kugel vom Radius
R nichtverschwindend ist, erzeugt.
= fiir |x| > R 16st ¢(x) die Laplace-Gleichung, und wir kénnen entwickeln:

Multipolentwicklung

0o l
Ylm<9a90>
SEDIP YLV 0

Dabei heifit der | = 0-Term Monopol, I = 1 Dipol und I = 2 Quadropol usw.
Andererseits ist die Losung gegeben durch (x = |z|, 2’ = |z']).

oo [[[ 250 o S [[[ e e e a

' <z fiir p(x’)#0

= Qm = // Vi (0, )2 p(x) d3z’ Multipolmomente

Zum Vergleich entwickeln wir auch um =’ = 0 in kartesischen Koordinaten:

1 =1, 11 11 1
e =N (@ V) = — 2 Vet (2 V)2 4

|z — /| nz:;)n!( v ) le|] =« ¥ m+2(m ) er
01 ZT; 82 1 0 Z; 5ij Tilj 3l‘i$j 75ij$2 ’ ,31‘158] 6ija:2 1 ’ 92
dmz o Gmdm . Gma o o e T a  USTgs T gptiti(B3na = 0ah)

lzx;
/// d3x’—|—— ///a: p(x’) 32’ + # /// (3xia; — 8i2") p(x') +... (2.61)
Monopol ¢ Dipol p Quadrupoltensor Q;;

Allgemein bezeichnet man Objekte mit dem gleichen Transformationsverhalten unter Rotationen wie Yy, (r, 6, )
als sphérische Tensoren [-ter Stufe. Diese Klasse ist allgemeiner als die hier definierten kartesischen Multipol-
tensoren, schliefit diese aber mit ein.

Elektrisches Feld:

Im 0 Ar Ylm (0, l+1 Yim (0, )
I =T L L T | L
Elm — 1 0 4nm Ylm(aa QD) _ 4 06Yim (67 90)
C 2902+ 10mT et T Ty T e
1 0 4m Yim (0, @) 4w im Yin(6,9)

Elm = — = m - = - m
@ zsin 00 21 + 1 dom T A+ 1MmGng ~ 2+
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Beispiel: Dipol entlang der z-Achse

3
Mit Yio(0, @) = 1/ o cos 6 sich der Monopol wie folgt berechnen.

27 1 oo
ps=p=|p| = /// whp(x') &2’ = ///sc’3 cosOp(x') dz’ dcosf dy’
0210
2r 1 oo 3
mo= [\ rreontotay diet = \[ 2 [ [ [ancostota) ar deoss a = [ o,
0210
1+1 cosf@ 2pcosé 13 sm@ pbln9
— E%= 4 g  BY = dnz 2 L B0 =0
Kartesisch:
R 5 .
E=-Vp=2 — p8 4 3pT _ aligemeine Richtung p : E = M - P
x x x x x

Energie einer Ladungsverteilung im externen Feld

W= [[[ swiia) @ (2.62)

Entwickle um einen zweckméflig gewahlten Koordinatenursprung:
0?p( BE (0)
d(x) = ¢(0) +x - V(0 E Ty $(0 w.=¢0)—x-E0 E L
8@8%
1 8Ev
¢(O) — - E(O) - 6 E (21‘iitj — 7‘25“)781.5 + ...

4,

V-E fir ex:ternes Feld
1 OFE;

= W =06(0) —p-E(0) — 2> Qi 5~ +
ij ¢

Beispiel: Dipol-Dipol-Wehchselwirkung (Abstand x)

+ (2.63)

3z(p2-x) p2\  3(p1-x)(Pp2-T)  Pp1-P2
- 0 3

= Die Energie der Ladung héngt ab vom Potential des Dipolmoments vom Feld und des Quadrupolmoments
vom Feldgradienten.
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Kapitel 3

Magnetostatik

3.1 Stromdichte

Die in den Maxwellgleichungen ersichtliche Symmetrie zwischen elektrischen und magnetischen Feldern wird
maximal durch die Tatsache, dass es keine freien magnetischen Ladungen gibt, verletzt. Im zeitunabhingigen
Fall sind damit Strome Quellen des Magnetfeldes, welche als infinitesimale Stromschleifen einen magnetischen
Dipol bilden.

Ladungsdichte p und Stromdichte j geniigen dem Gesetz der Ladungserhaltung: Die zeitliche Anderung der
Ladung in einem Volumen V entspricht dem Stromfluss durch die Oberfliche V', in anderen Worten:

///dt (z,1) /// (@, 1) #j(w»t)'da/v/ V- j(z,t) & (3.1)

Grundannahme
Da V beliebig ist, folgt daraus die
Kontinuititsgleichung
0
V.3=0 3.2
5PtV i= (3.2)

Im zeitunabhéngigen Fall der Magnetostatik fithrt dies zu V - 5 = 0.

Mikroskopisch gehen wir von Punktladungen ¢; an den Orten x; mit Geschwindigkeiten v; = &; aus. Die auf
der Dirac’schen §-Funktion aufbauende Methode in der Elektrostatik iibertriagt sich dann folgendermafen:

= Zqi§3(m —zi(t)  jm,t) = quag(m — (1)) (3.3)

d
Der Strom I = d—(t] X / / / (x,t) d3z ist als Ladung durch Zeit definiert. Wird eine Fliche AA von der
Stromdichte j durchflossen, dann ist nach Gl. (3.1) I =3 -AA.
Einen leitenden Draht kann man aus Vektorelementen dl zusammengesetzt beschreiben, wobei dl | 5.
In einem Volumen d3z, welches dl genau einschlieft, gilt in Abwesenheit weiterer Stromdichten j(x) d*z = I di.

47
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3.2 Kraftgesetze

In der Elektrostatik ist das elektrische Feld E durch die Kraft auf eine Probeladung F = ¢F definiert.
In der Magnetostatik betrachte ein Lingenelement dl eines Drahtes, welcher vom Strom I durchflossen wird.
Im Magnetfeld beobachtet man, dass der Beitrag zur Kraft auf den Leiter sich folgendermaflen verhalt:

dF « I, dF o dl, dFLdl

Dies kann durch ein Vektorfeld B(x) mit folgendem Kraftgesetz beschrieben werden:

dF(z) = %dl « B(x) (3.4)

Das Feld B(x) wird magnetische Flussdichte oder magnetische Induktion genannt. Die Lichtgeschwindigkeit
c=2,998 - 10" cm/s erscheint hier als zuniichst willkiirliche Konstante.*
Kraftdichte auf Stromdichte

d o 17dl 1

Kraft auf Stromdichte

F= %///j(m) x B(z) d*z (3.6)
14

Kraftdichte auf Punktladung
1
Fly) = Zqv x B(y)o*(y — (1)) (3.7)

Das Kraftfeld ist dann ebenfalls nur im Aufenthaltsort der Ladung présent, was zu einem echten Kraftvektor
F mit f(y) = F&*(y — x(t)) fiihrt. Fiigen wir noch ein elektrostatisches Feld E hinzu, dann erhalten wir die

Lorentz-Kraft 1
F =qFE + PUCRS B (3.8)

Von einem Strom erzeugtes Feld

Betrachte nun die Wechselwirkung von zwei stromdurchflossenen Leitern. Mit obiger Definition des B-Feldes
beobachtet man folgende Gesetzmiifligkeiten fiir ein vom Leiterelement mit I, dl am Ort y erzeugte Feld B(x)
(B = |B|):

1

dBocldl,  dBLdl,  dBl(z-y), dBex—o,

dB « sin(Z(dl,z — y))

Mit obiger Definition der Flussdichte wird die Proportionalititskonstante in der gesamten GesetzméfBigkeit
durch Messung festgelegt. Insgesamt kann das Verhalten durch folgende Gleichung beschrieben werden:

Biot-Savart-Gesetz

I r—y
I —
Blz)=-- | 2—Y s (3.10)

c) lx—yf?

Ersetze I dl durch j d®z.

Bl = ¢ [[[ i« F=2s (311)

Feld eines unendlich langen geraden Drahtes

Zur Berechnung benutzen wir Zylinderkoordinaten:

T1 = T COS P, To = rsin @, T3 =%

IDiese Definition fiihrt aber zu gleichen Amplituden von E- und B-Feld in der elektromagnetischen Welle, ein wesentlicher
Vorzug des Gaufi’schen Einheitensystems.
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Fiir den Draht in z-Richtung gilt:

Normierung der J-Funktion:

2
I://j(m)~§:3dx1d:c2:1// Tdrdgp
0

Wiéhle aus Symmetriegriinden 0.B.d.A. z = 0, ¢ = 0, B(x)
Biot-Savart-Gesetzes (3.10) bzw. (3.11)

B(r). Daraus folgt unter Anwendung des

oo oo 21 0o
1 0(p) . 1 dz
*// 270 (o2 + 22 S/z““er”)@d%”dgdzJ%/W
—o0 0 0 —0o0

Kraft zwischen parallelen Drihten

21
Betrachte die Kraft auf dl; im Feld By = —26«J im Abstand r entlang der x;-Achse:
cr

214 I 214 I
12dl1 e, = 12dl17‘

dFl( ) fdll XBQ( )

Die Kraft ist also attraktiv fiir gleichsinnigen, repulsiv fiir gegensinnigen Strom.
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3.3 Feldgleichungen der Magnetostatik

Vektorpotential

Wir koénnen die magnetische Flussdichte (3.11) umschreiben:

S = R I E R R
:EVx///md3y:VXA(a:)

Dabei ist die allgemeine Form des Vektorpotentials

Magnetisches Vektorpotential
1 .
- 7/// IW)_ g5y 4 VA (3.12)
¢ |z -y

mit einem beliebigen Skalarfeld A(x). Die Wahl A(m) = 0 heiit Coulomb-Fichung. Es gilt dann

voa@ = v [[[ |a:—y| = ][V
part. Int. %/// Hvy'j(y) dBy =0

A(z) > A(z) + VA(z)

als Eichtransformation. Eine solche liasst das physikalische Feld B invariant.

Umgekehrt bezeichnen wir

Wir berechnen als Néchstes unter Verwendung von (1.42):

V X B(IB) =V xV x A(CL‘) COUIOHﬂ;EiChung _ 1 ///

// 8 (x—y)j(y) d’y = CJ()

Die gewonnene Identitéit beinhaltet nur die physikalischen Groflen B und j, ist also, obwohl wir in der Herleitung
die Coulomb-Eichung benutzt haben, eichinvariant. Man kann sich natiirlich leicht vergewissern, dass auch mit
A(zx) # 0 das gleiche Resultat folgt.?

Weiterhin ist V- B =V - (V x A) = 0.

Insgesamt erhalten wir die

Im*y\

Feldgleichungen der Magnetostatik
V- -B(x)=0 (3.13)
4
V x B(z) = %j(a:) (3.14)
Gl. (3.14) wird in der Elektrodynamik noch einen Zusatzterm erhalten. Benutzen wir V- B = —AA (in

Coulomb-Eichung) und V- B =V - (V x A) =0, erhalten wir die alternative Form

AA(z) = —4% j(@) (3.15)
B(x) =V x A(x) (3.16)

Die Gleichung (3.13) impliziert, dass es keine magnetischen Ladungen (Monopole) gibt. Die Integralform der
Feldgleichung (3.14) ist das Ampére’sche Gesetz.

Ampeére’sches Gesetz
4
%B(m) ~dr // ifA (3.17)
DA

?Dies folgt aus VX VX A=V XV X VA=V x0=0.
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3.4 Magnetischer Fluss

Der magnetischen Flussdichte B zugehorig definieren wir den Fluss @ durch eine Fliche A:

@://B(w)-da://(vxA(a))-da:fA(w)-dr (3.18)
A A DA

Der Fluss hingt also nur vom Rand der Fliche ab, und verschwindet dieser fiir eine geschlossene Fliche, so ist
auch der Fluss gleich Null. Dies kann natiirlich auch als Konsequenz der Quellenfreiheit der Flussdichte gesehen

werden: #B(m) da — // V. B(z) &z = 0 (3.19)
v v

Beispiel: Homogen durchflossener zylindrischer Draht entlang der z-Achse

() = e I/tR* r<R
J 7o r>R

In der Coulomb-Eichung ist A || j (vel. Gl. (3.12)). Mit der Zylindersymmetrie folgt
A(z) = A(r)e, B(x) =V x A(x) = B(r)e,

Waéhle nun im Ampere’schen Gesetz A als eine Kreisfliche vom Radius g senkrecht zum Draht.

A s min(p,R) A7 92
%B(a}) -da = 27pB(p) = l—RQ 2w / o do = TIﬁ o< R
oa cn 2 dnl/c o> R

21 {T/R2 r<R
©

B(r)= 2=
(r) c© I/r r>R

Beispiel: Unendlich lange Spule

Betrachte eine Spule in Form eines Zylinders, symmetrisch um die z-Achse mit Radius R, Ng Windungen auf
der Linge ls. Daraus erhalten wir die Stromdichte®

j(x) =j(r)e, = ]\g—zlé(r — R)e, (3.20)

Mit jle, folgt Ale,. Wir kbnnen also ansetzen
A(x) = A (r)e, + Ay(r)e,

Zur Berechnung in Zylinderkoordinaten miissen noch entsprechende Operatoren eingefiihrt werden, welche die
folgende Form haben:

10 10V, 0V,
VoV lat e, T
_ [10A, 04, 0A, 0A, 1 [0(rd,) O0A,
VXA(Ta(p 82>6T+<8z 8r>e¢+r< or Oy €

SWir gehen hier davon aus, dass die Windungen so dicht sind, dass der Anteil j - 2 & 0 ist.
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Daraus ergibt sich mit einer Konstanten k£ in Coulomb-Eichung

10 k
VA:;E(TAT(T)>:O = AT(’I"):;

Fiir A,(0) endlich (vgl. Gl. (3.12)) folgt k = 0. Damit ergibt sich der Zwischenansatz

Az) = Ap(r)e,
= Bx)=VxA(z)= %%(rAw)ez = B(r)e,
0B 010
= VXB——EEW——E |:7"87"(TA(P):| e<p

Aus der Feldgleichung (3.14) und Gl. (3.20) folgt damit
o110
r Or

5 [Farranen| = TR0 -

Wir integrieren diese Gleichung nach r und multiplizieren mit (—1), woraus folgt

10, \_ _4rNsl

— () = (0 - B) +C1)

c ls
Multiplikation mit r und nochmalige Integration liefert

47 NgI (1 1
rA, = IS ((r2 —R0(r — R) + =C1r* + C’g)
C ls 2 2

Aus GI. (3.12) von A folgt A(0) = A(co) = 0 und damit Cy = 0, C; = —1. Insgesamt erhalten wir

4w NgI | r/2 r<R
Alx) = A =28 21
(w) W(r)eLP c lS {R2/27' r> R (3 )
B(z) = e, TSI )1 T X (3.22)
~ Fecls |0 r>R '

Fiir eine endlich lange Spule verschwindet das Feld im Auflenbereich nicht. Man kann aber im Inneren immer
noch ein sehr homogenes und im Vergleich zum Auflenbereich starkes Feld erzeugen.

Setzen wir Homogenitét im Innenbereich voraus sowie das Verschwinden des Feldes im Auferen, und integrieren
entlang eines Rechtecks, welches jeweils zur Hélfte im Innen- und Auflenbereich liegt, dann erhalten wir

4

fB(m) ~dr =1,By = —~N,I
&

l

Mit N, /l, = Ns/lg ist dies in Ubereinstimmung mit Gl. (3.22). Man kann sich die Form des Magnetfeldes auch
mit geometrischen Argumenten (Wegunabhingigkeit des obigen Integrals, solange der Strom eingeschlossen
wird) klarmachen. Letztlich entspricht eine solche Argumentation den Heraushebungen der Feldkomponenten
in bestimmten Richtungen und Regionen, welche obige Rechnung explizit zeigt.
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3.5 Magnetischer Dipol
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Da es keine magnetischen Ladungen gibt, kommt dem Dipol (z.B. in Form von Elementarteilchen oder im

Stabmagneten) eine besondere Bedeutung zu.

Betrachte eine lokalisierte Stromverteilung mit j(x) = 0 fiir x = || > Ry. Damit fithren wir nun eine Taylor-

entwicklung durch:
1 y<§z 1 X - y

= — o 3.23
ooy o o (3:23)
Dies wenden wir nun auf das Vektorpotential Gl. (3.12) an
1 .
_7/// i(v) /// d3y+—///:cy ) APyt (3.24)
c | — y| cx
Der erste Summand kénnte einen Monopol vermuten lassen. Wegen V - 5 = 0 gilt jedoch
V(zij(z)) = e;-j(x) + 2.V - j(x) = ji(z) (3.25)
und damit wiederum fiir ein Volumen V = {x | z < Ry}, da j(y) = 0 fiir y € OV
///ji( y—///V (vig(y y—#yij(y)-dazo
v
Damit verschwindet der Monopolterm.
Wir merken ferner an:
V - (zivgd) = i jur + ek - jri + 2wV - § = wpdi + @ (3.26)
Daraus folgt
svee, [[ [ i) + vintw) ¢y = e, f Ganitw) -da=o0 (3:27)
v oV
Aufsummieren . .
s ///(w-y)a(y) &’y = *///(wv(y))y &’y (3.28)
v 1%
Dies setzen wir nun in die N&herung (3.24) ein:
A 1 j 3
(x)=—3 (z-y)j(y) &’y = cw?, [(z-y)i(y) — (z 3(y)y] d°y
1 . ‘ 3
= Seg3LKei ///(ykﬁ(y) —yije(y)) d°y
Ferner gilt hier
(y X J) X =cijr(y X J)jrre; = ijkeiimYiimTrei = (0r10im — OkmOi)YiimTrei = €iTr(Yrji — Yijk)
Damit folgt fiir das Vektorpotential die Fernfeldn&dherung
1 o
A(x) = ~ 53 % X ///y x j(y) d (3.29)
Aufgrund der Bedeutsamkeit dieses Integrals definieren wir eine neue Grofie
Magnetisches Dipolmoment der Stromverteilung
1 . 3
w=— x x j(z) &’z (3.30)
2c
Somit gilt
Magnetisches Vektorpotential in Fernfeldndherung
Alz)=H"% (3.31)

3
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Die Terme hoherer Ordnung sind jeweils um einen Faktor Rg/x unterdriickt. Fiir B betrachte

HITm T j )
€;

Hi
d; o

1
B =V x A=¢;;,0;Are; = 5ijkeia’5klmﬂl$mﬁ = (0it0jm — Oim0j1) ( im 5~ 3
_ i Mﬂj@"j HjTjTsi _ i ®oN
N ( 3 = 00t 5 ) 3 x® )ei N (_; +3?x1) €

Zusammengefasst erhalten wir

Magnetische Flussdichte in Fernfeldndherung

(3.32)

Dieser Zusammenhang zwischen Dipolmoment und Feld entspricht dem elektrostatischen Fall.

Beispiel: Punktdipol

jla) = —SAA@) = —SA <“ . w) — AR x V)% = ClpxV)A (i) = —c(p x V)8 (x)

A7 47 3

Beispiel: Drahtschleife

Betrachte eine Schleife mit Radius R in der xy-Ebene, welche vom Strom I durchflossen wird. Die Stromdichte
ist damit gegeben durch

j(@) = 18(r — R)3(2)e,s
Damit wird das Dipolmoment der Drahtschleife nach Gl. (3.30) berechenbar:

oo 2T o
1 1
:?///jo( 27/// (rer + ze:) X e, I6(r — R)6(2)r dz de dr
C
0 0 —co
I [ 2
*27TR2 mi e,
2c c

Gyromagnetisches Verhiltnis

Eine Ladungsdichte p(x) rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit w um den Ursprung. Daraus erhalten wir

v(E)=wxz  j(@)=p@)v(r)

oo

Es werde die Massendichte p,, (x) mitgefiithrt. Daraus erhalten wir den Drehimpuls

_ ///:13 « v(@)pm (x) dz

Gilt p(z)/q = pm(x)/m (2.B. fiir eine Punktladung) mit

qZ///p(w)de mZ///,Om(ac)d3a:

Damit folgt fiir das Dipolmoment

dann folgt daraus

Gyromagnetisches Verhiltnis

q

Der g-Faktor bezeichnet hierbei Abweichungen von g = 1 in der Elektrodynamik und in der Quantenmecha-
nik (Bahndrehimpuls). Allerdings fithrt Diracs relativistische Beschreibung des Elektrons zu g ~ 2. In der
Quantenelektrodynamik lassen sich Korrekturen dazu berechnen:

_ e? 1

" he 137

Die Korrekturen sind heute bis zur Ordnung o bekannt mit e ~ 4,80 - 10719 statC, h ~ 1,05 - 10727 erg s und

¢ ~ 3,00 - 10'° cm/s. Die experimentelle Genauigkeit ist geringfiigig besser. Theorie und Experiment stimmen
zu einer relativen Prizision von 10~? iiberein.

o
g=2+—4...,
0
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3.6 Krifte auf lokalisierte Stromverteilungen

Betrachte wieder eine Stromdichte j(x) mit j(x) = 0 fiir x = |x| > Ry im Magnetfeld B(x). Wir fithren nun
eine Taylorentwicklung in der Néhe der Verteilung durch:

B(z) = B(0)+ (z-V,)B(y)| +...

y=0

Berechne nun die Kraft mit Gl. (3.6):

F= %///j(w) x B(x) &’z = %/// (- V,)j(x) x B(y) .
///j(:c) x B(0) d*z = €. B;(0)ey, ///ji(m) dBr=0

Wir merken zunéchst fiir das Dipolmoment an

1
MUt = —Etrs ///xrjs de
2c
1 . 1 . . 3.27) 1 .
= eyt = %(5rz5sj — 0rj0s1) ///xrjs d*z = % ///(mljj —xz;5) d®x = p ///ffljj d*z

Gl. (3.34) in Komponenten ausgedriickt lautet somit:

Pz +... (3.34)

Dabei ist

1 .
Fi - E /// Eijkxl(Vy)l]j(w)Bk(y) dg.'L‘ +...= EljtutEijkalBk +...= (6tk61i — 5ti61k)utalBk +...
y=0
= 0(n-B) — i (V-B) +...
——

=0

Es gilt also in erster Naherung

Kraft und Potential auf eine Stromverteilung im Fernfeld

F=V(u-B) (3.35)
W=—u-B (3.36)

Drehmoment

Mit der Kraftdichte f(x) gilt

M:///:cxf(w)d?’x:%///:cx(j(w)xB(O))d?’x—i—...

e ][l Bo) - Bo)@ @) do .

N % [//(ji(m)ijj(O) — Bi(0)z;j;(x)) d®z + ...
= —¢ijkikB;j(0)e; — gjjn i Bi(0)ei + . ..
~

=0

Wir erhalten also

Drehmoment einer Stromverteilung im Fernfeld

M=pxB (3.37)

Wir priifen nun noch die Konsistenz mit dem Potential W:

ow

W= B =l Bleoso, M= |-

— |ul[B]sind = |u x B
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Beispiel: Wechselwirkungspotential zweier magnetischer Dipole
Betrachte das Feld von Dipol 2 (welcher sich am Ort @2 befindet) am Ort z; von Dipol 1 (vgl. Gl. (3.32)):

3(wy — @o)((@1 — @2) - 1) — pa(@1 — T2)?

B, =
|T1 — x2|®

Daraus folgt nach Gl. (3.36)

3((z1 — @2) - 1) (1 — @2) - po) — (b1 - p2) (@1 — T2)?
|T1 — 22

W12:*H1'32:* =W

Dies erfolgt analog zum elektrostatischen Fall.



Kapitel 4

Elektrische und magnetische Felder in
polarisierbarer Materie

4.1 Gemittelte elektrische Felder

Bislang wurden Elektro- und Magnetostatik nur im Vakuum behandelt. Dies liefert die grundlegenden Glei-
chungen fiir mikroskopische Felder (d.h. diese behalten ihre Giiltigkeit bis zu sehr kleinen Skalen, wo wir zur
quantenphysikalischen Beschreibung der Atom-, Kern- und Teilchenphysik iibergehen).

In vielen praktischen Problemen ist Materie prasent, Gase, Fliissigkeiten, Festkorper, welche aus einer Vielzahl
geladener (Atome und Kerne) Konstituenten oder solchen mit elektrischen Dipolmomenten (Molekiile) besteht.
Statt diese einzeln aufzulésen, benutzen wir makroskopische (gemittelte, phdnomenologische,. ..) Gleichungen

und Grofien.

Wir benutzen in diesem Abschnitt zunéchst neue Symbole fiir mikroskopische elektrische Feld E — & und die
mikroskopische Ladungsdichte p — p. Damit lauten die mikroskopischen Maxwellgleichungen der Elektrostatik:

V - e =4np, Vxe=0

=[] mmr &

Beides mitteln wir nun iiber ein Volumen AV um einen Punkt & mit grofler Anzahl an Atomen:

_ ALV///E(ms) e, (pla) = Alfv///ﬁ@%) d’¢
AV AV

Nummeriere die Molekiile in AV mit j, Ladungen e; und Dipolmomente p;. Unter Vernachldssigung hoherer
Multipole erhalten wir fiir das mikroskopische Feld

€T 1
VZ(I%—%I j|a:—w|3) VZ<|w—w7| j'V“‘ww—wj)

Definiere

pmol § 6_7 :]3 - m_] 7Trnol E p] 513 - .’B]

Damit kénnen wir das elektrische Feld folgendermaflen schreiben:

**V/// (pmol Tmol(Y) - T —Yy ) ddy
-y Y P

Daraus folgt fiir das gemittelte Feld

o= v [[] S (Rt ot ) v
I e )

o7



58 KAPITEL 4. ELEKTRISCHE UND MAGNETISCHE FELDER IN POLARISIERBARER MATERIE

Ist n(x) die Anzahldichte der Molekiile und (pmo1()), (Pmol(x)) deren durchschnittliche Ladung bzw. Polari-
sation, dann konnen wir schreiben

LV /// pmol(T + &) d*¢ = n(z) (pmoi())
AV

% /// Tomol(@ + €) € = n(@) (Pmor ()

= [ (B i w51 o

Um zum Gauf’schen Gesetz fiir das gemittelte Feld zu gelangen, bilden wir die Divergenz

v - /// ((Pmor (1)) 6° (x = y) + (Pmal (y)) - Vy0° (x — ) d’y
= 4mn () (pmoi (@) — 47V - (n(2) (Pmol (2)))

Offenbar bedeutet der erste Term, dass wir iiber einzelne Ladungen mitteln kénnen (z.B. positive und negative
Tonen im Salzkristall). In vielen Féllen mitteln sich diese Ladungen zu Null. Der zweite Term fiihrt zur Anderung
des mikroskopischen elektrischen Feldes, sofern die gemittelte Polarisation sich rdumlich &ndert. Als typischen
Fall denke man an die Grenzfliche eines polarisierten Materials. Im Inneren heben sich die Dipolbeitréage her-
aus, wihrend in einem Streifen in der Ndhe des Randes ein Ladungsiiberschuss vorhanden sein kann. Dieser
Sachverhalt wird durch den zweiten Beitrag, also in differentieller Form ausgedriickt.

Polarisations- und Ladungsdichte:

P=n <pmol> ) p=n <pmol> + Pex

Dabei haben wir eine freie Ladungsdichte pex hinzugefiigt. Aufgrund der Linearitdt geht diese additiv in das
Gauf’sche Gesetz ein.

Auflerdem verwenden wir in den makroskopischen Gleichungen E = (e) fiir das gemittelte Feld. Die Kraft
F = Eq ist dann die Kraft, welche z.B. eine makroskopische geladene Kugel (Ladung ¢) in einem polarisierba-
ren Gas erfihrt.

Elektrische Flussdichte oder dielektrische Verschiebung

D=E+47P (4.1)

Damit wird das Gaufi’sche Gesetz zu

V - (E + 471 (Pmo1)) = 471 {pmol) + 47 pex

Gaufd’sches Gesetz
V-D =4mp (4.2)

Das makroskopische Feld ist immer noch ein Gradientenfeld (s.o.), weshalb immer noch gilt

VxE=0 (4.3)

Insgesamt ergibt sich das makroskopische elektrische Feld aus den hier definierten mittleren Ladungs- und

Polarisationsdichten zu )
V///< ~V) d3y 4.4
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4.2 Phinomenologische Dielektrika und Randbedingungen

Ahnlich den Permanentmagneten lassen sich Materialien mit einer Polarisationsdichte P # 0 erzeugen, was
allerdings etwas schwieriger ist als im magnetischen Fall. Auch wenn diese sogenannten Elektrite z.B. in Mikro-
phonen recht verbreitet sind, iibergehen wir dies hier. In der Tat ist fiir die meisten Materialien P = 0, falls
E = 0. Andernfalls kénnen wir entwickeln:

P = ZaijEj + ZbijkEjEk —+ ...

J J.k

Typische zwischenatomare Felder sind in der GréSenordnung 10° V /cm — viel grofer als technisch realisierbare
statische makroskopische Felder. Diese stellen fiir das Material also nur eine kleine Stérung dar, sodass die
lineare Néherung vollig ausreichend ist.

Im allgemeinen Fall sind Materialien anisotrop (z.B. Calcit und Quarz). Man kann zeigen, dass a;; ein symmetri-
scher Tensor ist, d.h. sechs Freiheitsgrade hat. Fiir die meisten Substanzen, insbesondere solche mit ungeordneten
Molekiilen/Atomen /Ionen ist a;; proportional zur Einheitsmatrix (Isotropie)

P =y.FE
mit der elektrischen Suszeptibilitit y.. Daraus folgt
D=E+47P = (1 +4nx.)E =¢cE

mit der dielektrischen Konstanten € = 1 + 4my,. Ist das Material nicht nur isotrop, sondern auch homogen
(uniform), dann ist ¢ ortsunabhéngig.

4
V.-D=drp  —» V-Ezgp

Damit sind die Probleme im Medium auf solche im Vakuum mit reskalierter (reduzierter) Ladungsdichte
zuriickgefiihrt.

Von besonderem Interesse sind auch Grenzflichen zwischen Dielektrika oder einem Dielektrikum und dem
Vakuum. Mit dem Gauf’schen Satz folgt, wie bereits fiir Flidchenladungen gezeigt, dass

n- (D2 — Dl) = 4no (45)

n zeigt von Region 1 nach Region 2. Da die Gleichungen nun makroskopisch sind, schliefit die Flachenladungsdichte
o nicht die Polarisationsdichte ein.
Ist o = 0, ist die Normalkomponente von D an der Grenzfliche somit stetig. ‘

Da das makroskopische elektrische Feld im statischen Fall rotationsfrei ist, folgt wie bei der Diskussion der
Flichenladungen, dass

n X (EQ — El) =0 (46)

d.h. die Tangentialkomponente von F ist an der Grenzfliche stetig.
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4.3 Randwertprobleme mit Dielektrika

Betrachte als Beispiel eine Ladung ¢ in einem Material mit £; in einer Entfernung d zu einer ebenen Grenzfliche
zu einem anderen Material mit €. Wihle die Koordinaten so, dass die Grenzfliche z = 0 entspricht.

€9 €1
q
. >z
d |
Zu 16sen sind damit die Gleichungen
e1V - E =4mp z>0 (4.7)
eV-E=0 z2<0 (4.8)
VxE=0 (4.9)
mit der Randbedingung
a1 E, g2 b,
liﬁ]l E, | = lin#o E, (4.10)
z z—r
By Ey
P
R
2 R,
q/ q//
* g z
) d d
€2 €1

Wegen Gl. (4.9) konnen wir E wieder als Gradientenfeld E = —V ¢ ansetzen. Weiterhin wéhlen wir

1(qg ¢
= (=4 = 0
¢ €1 (R1+R2) zz

mit Ry = /02 + (d — 2)2, Ry = \/0% + (d + 2)2 und ¢* = 2 + 3°. Dies sind offenbar Losungen des GauB’schen
Gesetzes innerhalb der beiden Materialien. Zu bestimmen sind aber noch ¢’ und ¢” mittels der Randbedingungen.
Wir bilden dazu die Normalen- und Tangentialableitungen.

9 1 91 B d
zRi|_,  O:Ral_, (P+d)PS
0 1 01 0
Rl  OeRa|._, (*+d2PP

Aus der Stetigkeit der Normalkomponente von D folgt damit ¢ — ¢’ = ¢”.
Aus der Stetigkeit der Tangentialkomponente von E folgt

1!

a+d _4q

€1 €2
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Dies fassen wir nun zusammen und erhalten

, _EQ—Elq n_ 2 g
go+ €1 €2+ €1

Wir wollen die Grenzfliche nun noch genauer betrachten. Siehe hierzu die Polarisationsladungsdichte

pPol:_V'P:_QPz
0z

Durch Integration iiber ein Gaufy’sches Késtchen mit n von 1 nach 2 erhalten wir opo) = n - (P — Ps).

-1
_ & E_—€4 Vo

T

81—11 q q eg—11 ¢"

= 0opo - -3

TPol = ( 47 €1 ( TR R2 47 35} R1 2=0
_ d 51711( J) - 52711,, _ 4 &—&a d
(02 +d?)3/2 \ 4m & ) 21 e1(e2 + 1) (02 + d?)3/2

Vergleichen wir dies nun mit der Influenzladungsdichte auf einer leitenden Platte im Vakuum, die sich aufgrund
einer Punktladung ergibt

Sl ed
o (02 + d2)3/2

so stellen wir fest, dass dies dem Fall 1 = 1 und €5 — 0o entspricht.

Als néchstes Beispiel betrachten wir eine homogene dielektrische Kugel mit Radius a im ladungsfreien Raum.
Diese sei einem elektrischen Feld ausgesetzt, welches in groflen Absténden homogen mit dem Betrag Fy sei.

Wahle folgende Koordinaten:

—_— —_—
_— r _—
—_— 9 —_—
_— _
oy
_ _—
—_— —_—
- > £ - >
— Ey Ey —
—_— —_—

Wiederum haben der Separationsansatz fiir die Laplacegleichung in Kugelkoordinaten und die Entwicklung in
einem vollsténdigen Funktionensystem ihren Auftritt. Namlich sind die Losungen von der Form

Oin = ZAlrlPl(cos 0) r<a

=0
o0
Gour = 3 _(Bir' + Cr ') P(cost)  r>a
=0

Wir haben die Randbedingungen:
e r =00 ¢p— —FEygz=—Fgrcosd = By=-Fy B=0firl#1

e r = a: Normalenstetigkeit von D:

_ 9m| 9w
or r=a or r=a
e r = a: Tangentenstetigkeit von E:!
_1 aQbin _1 aQbin
a 00 a 00

1Vgl. Gradient in Kugelkoordinaten.
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Aus der tangentialen Stetigkeit folgt

C C
l=1: Ala:B1a+721 = A1 7E0+731
a a

Cy

I£1: A= s

Aus der Normalenstetigkeit folgt

l=1: €A = Bl—2ﬁ———EO—2—C?:1
a
C
. -1 l
[#1: la Al——(l+1)al+2

Die beiden Gleichungen fiir [ # 1 lassen sich nur mit A; = C; = 0 erfiillen. Die Gleichungen mit [ = 1 fithren zu

3E, —1
A= -2 C’1:§+2a3E0

Daraus erhalten wir unser Ergebnis:

—1a3
Oin = —€+02rcose = —€+2z, Gout = —Forcosf + ;72%1906059

Im Inneren der Kugel ist das Feld also homogen:

3Ey
2
€42

Ein =
Man beachte, dass |Eiy,| < |Ey|.

AuBerhalb entspricht der erste Term dem angegebenen Feld und der zweite einem Dipol

Vgl. hierzu

3
GBo =\ 1= |P\ Y10(0, ¢ )—\/?cosﬁ
7y

| \ a*Ey

347r _5+2

Wie erwartet, ist dies gleich dem Volumenintegral der Polarisation:

dm 4 A s —1 1 5e—-1 .
= Tsp="" Ey=-: 3E
p=ra 3% Tan 3¢ o200
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4.4 Magnetfelder in Materie

Ersetze A — « fiir das totale mikroskopische Vektorpotential.

R e R

Der erste Term entspricht makroskopischen, messbaren Stréomen. Der zweite Term beinhaltet mikroskopische
Stromquellen, iiber die wir mitteln. Mikroskopisch eignet sich eine Beschreibung durch magnetische Dipolmo-
mente My, welche auf atomarer und subatomarer Ebene nicht mehr als klassische Strome sind, wohl aber
quantenmechanisch behandelt werden kénnen. Der von der mikroskopischen Quelle j erzeugte Beitrag lautet
damit (vgl. Gl (3.31))

Mol X (T — ;)

ol () = |z — x;[?

Definiere die Magnetisierung:
M() = n(®) (ma(@))

Damit kénnen wir das makroskopische Vektorpotential schreiben als

] [

Der erste Summand ist aus der Behandlung magnetischer Phinomene im Vakuum bereits wohlbekannt. Wir
betrachten nun das zweite Integral etwas genauer.

e e oo
oty
- /// ﬁvy x M(y) dg%ﬁ éf_(y)

Der letzte Term verschwindet, sofern M lokalisiert ist und das Integrationsvolumen entsprechend grofler gewéhlt

wird. Wir erhalten damit
c |z — y

Vektorpotential in Materie
Entsprechend der Herleitung fiir die Feldgleichungen der Magnetostatik (vgl. Kap. 3.3) erhalten wir aus B =
V x A fiir die makroskopische Flussdichte die Beziehung

VxB=Tj 4rv x M (4.12)
C

Wir definieren:

Magnetisches Feld
H=B-4tM (4.13)

Beachten wir noch, dass B ein reines Wirbelfeld ist, erhalten wir die makroskopischen Gleichungen.

Feldgleichungen der Magnetostatik in Materie

4

VxH=—j (4.14)
&
V-B=0 (4.15)

Fiir viele Stoffe (insbesondere nicht ferromagnetische) bestehen wieder in erster Ndherung lineare Zusam-
menhénge:

M=xnH — B=pH=1+4mxn)H (4.16)
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mit der magnetischen Permeabilitdt p und der Suszeptibilitidt x,. Anders als fiir x. gibt es sowohl Stoffe mit
positivem als auch mit negativem yp,:

Xm > 0: Paramagnetismus

Xm < 0: Diamagnetismus

Ferromagneten kénnen auch dann magnetisiert sein, wenn H = 0 ist. Im Allgemeinen ist hier B mit H nicht
linear und es gilt B = F(H). Aufgrund der Hysterese ist dies eine doppelwertige Abbildung. Man kann dazu
0| B
O|H|

die Permeabilitat zu p = verallgemeinern, wobei diese dann sehr viel groflere Werte als fiir Para- bzw.

Diamagneten annimmt.

Randbedingungen an Grenzflichen

Wir gehen aus von V - B = 0 und betrachten ein Gaufy’sches Késtchen.

#B-da:(BrBl).n:// V-Bdz=0
oV |4

Die Normalkomponente der magnetischen Flussdichte B ist an der Grenzflache stetig.

Als Nichstes betrachten wir die Rechteckschleife S und benutzen den Satz von Stokes (Ag ist dabei das von S
umschlossene Rechteck, ¢ der Normalenvektor, welcher aus der Skizze heraus zeigt, Linge von S ist [.):

%H~dl=(H2—H1)~(c><n)Z//(VXH)-da:%//j-daZ%CJQ
S As As

mit der Flichenstromdichte k.

n X (HQ — Hl) = 41[41 (418)
C

In Abwesenheit von Grenzflichenstromen ist die Tangentialkomponente des magnetischen Feldes H stetig.

Gilt aulerdem der lineare Zusammenhang (4.16) zwischen B und H mittels der Permeabilitét, werden diese
Bedingungen zu

ILLQHQ -n:,ulHl ‘n (419)
HQ xn:H1 Xn (420)

Als Beispiel betrachten wir eine magnetisierbare Kugel im asymptotisch homogenen Feld By, analog zum Bei-
spiel fiir ein Dielektrikum im elektrischen Feld.

Es gilt iiberall 7 = 0. Also ist auch V x H = 0 und V x B = 0 iiberall. Dabei muss die Grenzflache gesondert
behandelt werden.

Im Innen- und Auflenbereich kénnen wir damit B und H (da rotationsfrei) durch ein magnetisches Potential
ausdriicken:

H=-v¢™

in,out

Fiir r = a gelten dabei folgende Randbedingungen:
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Normalenstetigkeit von B:

0o ot
or | or |
Tangentenstetigkeit von H:
Logn | _ 1 doam
a 00 a 00
r=a r=a
Mit Hilfe des vorherigen Resultats erhalten wir unmittelbar:
m 1 3B 1 3B m B ~1a®*B
d)i(n):ffiorcosﬁsz 9, qbgut):——orCOSHJrL%—ocosH
ppt2 popt2 % pw+27% p
Daraus folgt
By — 250 s
o+ 2
—-1B 1 —1a® -
Bouwt = Bpz — L—OQSV —cosf | = Bgz — BOLG— (—@ sin 6 — 26— cos@)
w+2 p T o+ 272 T r

Wir konnen aber auch schreiben

3x(x - p) — pa?
o Bow = Boz  SE@ #) —pa” |“’|), i
wd

Dabei identifizieren wir das induzierte magnetische Dipolmoment der Kugel mit

w—1
w+2

= CLBBO,%
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Kapitel 5

Maxwell-Gleichungen

Im zeitunabhéngigen Fall werden elektrische Felder nur von Ladungs-, magnetische Felder nur von Stromver-
teilungen erzeugt. Elektrizitit und Magnetismus sind dann scheinbar getrennte Phdnomene. Allerdings rufen
zeitabhingige Magnetfelder elektrische Felder hervor und umgekehrt, sodass man von elektromagnetischen Fel-
dern spricht. Diese werden durch die von Maxwell aufgestellten Gleichungen beschrieben, welche zunéchst noch
das Transformationsverhalten zwischen verschiedenen Inertialsystemen offen lassen. Dieser fehlende Zusammen-
hang wird letztlich durch die spezielle Relativitdtstheorie geklart.

5.1 Faraday’sches Induktionsgesetz

Eine zeitliche Anderung des magnetischen Flusses ® durch eine Leiterschleife induziert in dieser eine Spannung.
Die zeitliche Anderung kann dabei durch eine Anderung des B-Feldes oder auch durch Bewegung der Schleife
erfolgen.

Sei C' die Kontur der Schleife und S eine davon umschlossene Fléche. Dann lautet dieser Befund

Faraday’sches Induktionsgesetz
U= b=—-— B-d 5.1
cdt / / @ (5-1)

Der von U induzierte Strom erzeugt dabei ein Magnetfeld, welches die verursachende Flussénderung hemmt
(Lenz’sche Regel).

dr

/ v dt

' da =v dt xdr

Angenommen, C wird durch eine gleichférmige Bewegung mit der Geschwindigkeit v geéindert. Die umschlossene
Flédche dndert damit ihren Rand geméf der Skizze. Daraus erhalten wir eine Flussinderung und eine Spannung

von
0
://a da—&—j{B (v x dr) /— da—%(va)-dr
S

0B 1
= U=—- —da+- ¢(vxB)-dr (5.2)
Mo

Andererseits ergibt sich die Spannung aus der Summe der auf eine Einheitsladung wirkenden Krifte:

U:f(E+%xB)-dr (5.3)
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Der Vergleich der zweiten Terme in den Ausdriicken fiir U ergibt, dass die Konstante —1/¢ im Induktionsgesetz
konsistent mit der Lorentzkraft gewéhlt wurde. Der Vergleich der ersten Terme in den Ausdriicken fiir U ergibt

_1//a£.da:%E.drStg(es//(VXE)'da (54)
c ot
s c S

Da S beliebig ist, folgt daraus eine der Maxwell-Gleichungen:

10
VxE+ 5 B=0 (5.5)
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5.2 Maxwell’scher Verschiebungsstrom

Die grundlegenden Gleichungen der Elektrodynamik wurden 1864 von Maxwell vervollstindigt. Die Konstruk-
tion geht aus der Kontinuitétsgleichung (3.2) in Verbindung mit dem Gauf’schen Gesetz (4.2) hervor.

0 10
= —D = .
atp+VJ V. (4 5 +J) 0 (5.6)
Andererseits ist in der Magnetostatik
VxH=;
c

womit V - 7 = 0 folgt im Widerspruch zur Kontinuitétsgleichung. Dies lésst sich beheben, wenn im Quellterm

10
fiir das Magnetfeld zu 3 der Verschiebungsstrom — — D addiert wird, sodass gilt

4dn Ot
10 47
VxH—--—D=—j 5.7
X =51 o (5.7)
In der Tat gilt dann
v.i—_19
J c ot

sodass die Kontinuitétsgleichung erfiillt ist.

Wir benutzen hier der Allgemeinheit halber die Felder D (elektrische Flussdichte) und H (magnetisches Feld),
sodass, sofern wir von gemittelten Feldern sowie Ladungs- und Stromdichten ausgehen, die Gleichungen makro-
skopisch interpretiert werden kénnen. Identifizieren wir dagegen D = E (elektrisches Feld) und H = B (magne-
tische Flussdichte) und fassen alle Felder, Ladungs- und Stromdichten als mikroskopisch auf, dann konnen die
erhaltenen Gleichungen als fundamentale (mikroskopisch giiltige) Gesetze (modulo Korrekturen durch Quanten-
und Teilchenphysik) verstanden werden.

Die Integralform des verallgemeinerten Ampere’schen Gesetzes lautet:

fH dr—//( +4atD)-da (5.8)

Wir fassen an dieser Stelle die Maxwell-Gleichungen noch einmal zusammen (im obigen Sinne sowohl makro-
skopisch als auch mikroskopisch giiltig):

Gaufi’sches Gesetz V.-D =4mp (5.9)
Gauf’sches Gesetz des Magnetismus V-B=0 (5.10)
19 4
Ampere’sches Gesetz/Durchflutungsgesetz V x H — faD —77.] (5.11)
c
10
Faraday’sches Induktionsgesetz V x E+ f&B =0 (5.12)
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5.3 Elektromagnetische Feldenergie

Wir verallgemeinern nun das Resultat fiir die Energie des elektrischen Feldes. Betrachten wir nun die an ein
Punktteilchen iibertragene Leistung:

W =g B) = [[[ 0@ -2 B@) o= [[[ @) Ba) @

Insgesamt gilt fiir die Gesamtheit aller Punktteilchen:
Wnat _Zwrguit? J _Zﬂz

< e s

Ersetze im Integranden j mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen und der Relation

Vv - (E X H) = EijkaiEij = EiijkaiEj + EijkEjain = €kinkaiEj — qikEjé)in
=H - (VxXxE)-E-(VxH)

. (5.11) ¢ 1 0 c c 1 0
B2V “E. H-—E 2pD=-°‘v - E)- —E-ZD
- J 47 (V< H) - 47 ot 47 (B x H)+ 47 (V x E) - 47 ot
(5.12) ¢ 1 0 1 0
2 V. (ExH)-—H —-B-—E--D
47TV (B x H) 47 ot 47 ot
Falls B « H und E x D ist, kénnen wir noch schreiben
i E-—Cv. ExH-L%FE.D+B H) (5.13)
J T d4n 8 Ot '
0 1
— Wt = J + E, em=-—(E-D+B-H .14
9 b = 3 wem = 4-(B-D+ B H) (514)

Dabei ist wpas die Dichte der potentiellen Energie der Ladungstrager und wey, die Energiedichte des elektro-
magnetischen Feldes. Wir definieren nun eine neue Grofe:

Poynting-Vektor

C
S= _ExH (5.15)

Mit dem Poynting-Vektor lisst sich die Energiebilanz folgendermaflen schreiben:

S 00 e D N O -
Wmat—///atwmatdx— ///(V S—&—atwem)dx— at///wemdm #S da (5.16)
4 v v v

Falls E und H hinreichend schnell fiir grofie || verschwinden, kénnen wir V' so grofl wihlen, dass der Randterm

verschwindet. Dann gilt also
9 3
& (wmat + wem) d’zr =0 (517)
1%

Aufgrund der Energieerhaltung ist die obige Identifikation von we, mit der Energiedichte des Feldes also gerecht-
fertigt. Ist hingegen der Randterm nicht verschwindend, kénnen wir S als eine Energiestromdichte auffassen,
welche durch die Flidche 0V dringt.

Mit diesen Definitionen wird die lokale Form dieser Identitét der Energieerhaltung bekannt als das

Poynting-Theorem

0
.S—_—i.E 1
twem—i—V S J (5.18)
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Impulsbilanz

Wir stellen nun eine analoge Betrachtung fiir den Impuls an.

pmat Zqz( ) +7wal ///qué?’w—ml ( (x)+'; xB(m)) B

-] (oo )

Der Einfachheit und Ubersicht halber beschriinken wir uns bei der nun filligen Manipulation des Integranden
auf die mikroskopische Form der Feldgleichungen.

p(w)E(:B)—l—i i(x) x B(x) = 4177< (V-E)+ (VxB)xB—laajfxB)
4;( (V-E)+ (VxB)xB—ég(ExB)+1E %]f)
“E’;T<E(V.E)+(V><B)><B—igt(ExB)—Ex(VxE))
(520)i(E(V-E)+B(V~B)—Ex(VxE)—Bx(VxB))—ﬁ%(ExB)

Wir identifizieren nun den Impuls des elektromagnetischen Feldes mit

3
o 4m// Ex B d* (5.19)

Dies ist natiirlich noch mit einem Erhaltungssatz zu begriinden. Dazu sollte die rechte Seite in folgender Glei-
chung auf ein Oberflichenintegral zuriickzufithren sein:

%(pmat + Pem) = %// (E(V-E)+B(V-B)—Ex (V xE)—Bx (V x B)) & (5.20)

Diese Gleichung ist vektorwertig, d.h. wir méchten den Integranden als Divergenz eines Tensors 2. Stufe T;;

schreiben, sodass gilt
d

@(pmat +pem) = €; // akT‘Im ddx
1%

Dazu formen wir um:
(B : V)B + B x (V X B) = (BjﬁjBl + 5ijkBj5klmale)ei = (B]a]Bz + <5i15jm - 6im5jl)Bjale)ei
1
= (BjajBi + BjﬁiBj — BjajBi)ei = BjaiBjei = §V(BQ)

Dies benutzen wir nun fiir die folgende Identitét:
1 1
B(V-B)-Bx(VxB)=B(V-B)+(B-V)B - 5V(BQ) = O (BkB,» - 25m32> e;

Auf dieselbe Weise behandeln wir die Terme von E. Wir erhalten so den folgenden Tensor:

Maxwell’scher Spannungstensor

1
Tij = E;EJ + BlBJ — iéij(EQ + B2):| (521)

4z

Der Vektor p® = #; ;T;;e; ist dann der Impulsfluss durch eine Einheitsfliche mit der Normalen 72. Wird dieser
Impuls komplett absorblert erhalten wir also den Strahlungsdruck auf diese Fléche.
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5.4 Eichpotentiale

Die Einfiihrung der Potentiale ¢ und A hat den Vorteil, dass wir eine gréflere Zahl von partiellen Differential-
gleichungen erster Ordnung zu einer kleineren Zahl an Gleichungen zweiter Ordnung zusammenfassen koénnen.
Dariiber hinaus sind dann bestimmte Gleichungen automatisch erfiillt, d.h. im zeitunabhéngigen Fall V- B = 0
und V x E =0.

Im zeitabhéngigen Fall gilt immer noch V - B = 0, was wir mit B = V x A automatisch erfiillen. Eingesetzt
ins Induktionsgesetz (5.12), erhalten wir

10
v E+-—A)=0 5.22
8 ( * cot ) (5:22)
Den Ausdruck in Klammern kénnen wir also als Gradienten schreiben:
10
E+-—A=-V 5.23
+ oo ¢ (5.23)
Zusammengefasst, erhalten wir die physikalischen Felder {iber
10
E=-V¢p—-—A 5.24
=5 (5.24)
B=VxA (5.25)

Einsetzen in die inhomogenen Maxwell-Gleichungen ergibt (wir nehmen wieder die mikroskopische Form an):

V- -E =4mp — A¢+1%V-A:f47rp
C
10 v 1 02 10 47,

Dabei haben wir benutzt VxV x A = V(V-A) — AA. Diese Gleichungen méchten wir nun entkoppeln. Dazu
betrachten wir die Eichtransformation mit einem Skalarfeld A

A A =A+VA (5.26)
iy 10
0= ¢ =p— A (5.27)

Diese besitzen die Eigenschaft

BB =VxA=VxA+Vx(VA)=VxA=B
10 10
E+E =E+V-—A--—-VA=E
- + cot c ot
Die physikalischen Felder bleiben also unveréindert. Da A ein Skalarfeld ist, haben wir die Eichfreiheit, eine
zusiitzliche skalare Eichung zu erfiillen (mit geeigneter Wahl der Potentiale). Die Entkopplung obiger Gleichun-
gen geschieht in der

Lorenz-Eichung

10
VAt - S6=0 (5.28)

Das heifit, wir wahlen A so, dass gilt

1 10 10 1
V-A +c@t¢ =0=V A+c8t¢+AA 028t2A
1 02 10
& A-GepEh=V ATy

und benennen schlielich wieder ¢', A’ in ¢, A um. Daraus ergeben sich folgende Bestimmungsgleichungen:

Ap —

1 9?2

Zon® = T4

1 9?2

AA— =~ A=—

c2 Ot?

47,

C
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Wir kénnen die Lorenz-Bedingung (5.28) erfiillen, indem wir allgemeine Potential ¢, A in geeigneter Weise in
¢', A’ transformieren. Wir bemerken auch, dass die Lorenz-Bedingung die Potentiale nicht eindeutig festlegt,
da wir immer noch die Freiheit A — A — A mit

- 1 6% -
A=Zaeh=0

haben.
Wir betrachten nun auch noch die Coulomb-FEichung V - A = 0 welche auch transversale Fichung genannt wird,
im zeitabhingigen Fall. Es folgt, dass das skalare Potential die Poisson-Gleichung (2.12) erfiillt mit

o= [ff £y ¢

d.h. die Losungen fiir ¢ sind durch das instantane Coulomb-Potential von p(x,t) gegeben. Das Vektorpotential
erfiill

1 92 47r
AA_;Q@A J+ V (;5

Mit der Kontinuitétsgleichung (3.2) lidsst sich der letzte Term allein durch j ausdriicken:

vy :
~ RS
| — yl
Den Strom koénnen wir eindeutig in einen longitudinalen (rotationsfreien) und transversalen (divergenzfreien)
Anteil zerlegen:

J=JL+J1, VxjL=0, V.jr=0

/// |z — yI .
WY fﬁf—m\ :‘vavfﬁynim@y

Im letzten Schritt haben wir partiell integriert, die Oberflichenterme als verschwindend angenommen und
Opf(z —y) = =0, f(x — y) benutzt. Damit kénnen wir die Gleichungen entkoppeln.

Nach dem Helmholtz’schen Satz gilt somit

) ) 1 92 4
V§¢—47TJL7 AA - E@A— _7.7’1‘

Die Quelle des Vektorpotentials ist damit rein transversal.
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5.5 Das retardierte Potential

Gesucht sind Losungen der inhomogenen Wellengleichung
102
c2 ot?
Die Gleichungen fiir das Vektorpotential haben die gleiche Struktur, sodass wir nur die skalare Gleichung im
Detail diskutieren miissen. Zunéchst lédsst sich die allgemeine Losung der homogenen Gleichung schreiben als

Pz, t) = ﬁ /// (a(k)eik'm_iwt + a*(k)e_ik'm““’t) d3k (5.30)

mit w = c|k| und a(k) einer komplexwertigen Funktion (Beitrige mit w = —c|k|) lassen sich in den komplex kon-
jugierten Beitrag mit k — k absorbieren). Um eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu gegebenem
p(x, t) zu erhalten, suchen wir eine Green’sche Funktion G(«,t;y,7) mit

A¢p — ¢ =—4dmp (5.29)

1 62 3
(Az - 028152) Gz, t;y,7) = 476 (x — y)d(t — 1) (5.31)

o) = [[[ [ ety niotyr) ar @y (5.32)

Die Bestimmungsgleichung fiir die Green’sche Funktion wird im Fourierraum algebraisch. Wir bemerken dazu,

dass .
B —y)ot—r1) = @i ////e““'@—y)e—iw(t—ﬂ dw &3k (5.33)

sodass

und schreiben

Gz, t;y @) w7 G(k,w) dw d*k (5.34)
(@—y) o —iw(t=7) K k2 + )é(k,w) —&—471'} dw d®k =0 (5.35)
Die Fouriertransformation dieser Gleichung ergibt, dass der Term in eckigen Klammern verschwinden soll, also
~ 4
G(k =

Die Riicktransformation ist ohne Weiteres nicht wohldefiniert wegen der Singularitét fiir |w| = c|k|. Allerdings
verlangen wir, dass physikalisch die Green’sche Funktion dem elektromagnetischen Feld, welches von einer
Punktquelle am Ort y, welche nur fiir eine kurze Zeit um ¢ vorhanden ist, ausgeht, entspricht. Wir verlangen
also, dass G(x,t;y,7) = 0 fiir ¢ > 7. Fiithren wir nun zuerst die w-Integration durch.

oo

1 ; 4
— Tl T 5.36
o | © k? — (w/c)? n (5.36)

—0o0

Gemifl dem Cauchy’schen Integralsatzes ist dies gleich dem Integral iiber einen der skizzierten halbkreisférmigen
Wege, sofern das Integral iiber den Kreisbogen verschwindet (der Radius entspricht dem Grenzfall |w| — o).
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Damit folgt:

Fiir ¢t > 7 ist die Kontur in der unteren Halbebene zu schlieflen.

Fiir ¢t < 7 ist die Kontur in der oberen Halbebene zu schlieflen.

Aus dem Integralsatz folgt auch, dass Integrale iiber geschlossene Kurven verschwinden, sofern der Integrand im
Inneren holomorph ist (insbesondere keine Polstellen aufweist). Wir koénnen die obige physikalische Bedingung
also erfiillen, indem wir die beiden Polstellen infinitesimal in die untere Halbebene verschieben. Wir berechnen

also
oo oo

1 . Ax 2¢ 1w (t=7)
— —lw(t—T) dw = d 5.37
or | © k2 — (w+ie)2/c / (k] — (@ +1i8) /) (k| + (w + ie)fe) (5.37)
=F(w)
Rese—ie/ (@) = lim (w — clk| +ie)f(w) = — rreclklt=D)
w—rclk|—ie |k|
Res_gg|-ie f(w) = lim  (w+clk| —ie)f(w) = Cglelkl(t=T)
w——c|k|—ie |k§|

Fiir 7 > t verschwindet das Integral, wohingegen fiir ¢ > 7 gilt (das Minuszeichen riithrt von der Integrations-
richtung (im Uhrzeigersinn)):

oo

1 4rre~iw(t=T) 2ric / . - drme
- dow = _2me ( iclk|(t—7) _ —w|k|(t—r>) = 2TC nlelkl(t —
o / k2 — (wtie)2/c2 T e \° ¢ ey Sn(clkl(t = 7))
—o0
= Glatyr) = L///eik@—y)@sin(qk\(t—ﬂ) e
Y (2m)? K|
27 1 oo
= %///eiklm_ylcos‘g sin(ck(t — 7))k dk dcosf de
Y
0 —-10
c 1 OO1

== = (eikle—yl _ g—iklz—yl) —
PP (e e ) sin(ck(t — 7)) dk
0

:71"1:—

2¢ . /sin(k|:c — y|)sin(ck(t — 7)) dk
0

Der Integrand ist gerade in k. Daher konnen wir schreiben

_ % 7 (_i) (eik\mfy\ - efik\mfy\) (eick(t—r) _ efick(tff)) dk
Tl —y

_ c / (eick(t—T)—ik’\w—y\ + e—ick(t—r)—i—ik’\w—y\ _ eick(t—7)+ik’\w—y\ _ e—ick(t—T)—iklm—y\) dk
Ar|x — y|
c 1 |z —yl
=——2(20(c(t—7)—|lx—y|) —20(c(t —7)+|x—yl|)) = (5(1&—7’— >
e Blelt = 7)o~ y) = 20(e(t =) +la —w) = -

=0 da t>T1

Insgesamt lautet also die

Retardierte Green’sche Funktion

Gz, t;y,7) =

5(t—7—my|> (5.38

|z — y| c

Eine ab der Zeit 7 am Ort y vorhandene Quelle kann also zu elektromagnetischen Feldern im Zukunftslichtkegel
fithren. Die {ibrigen Bereiche der Raumzeit sind fiir diese spezielle Losung feldfrei. Dass die Quelle nur an
Beobachter innerhalb des Zukunftslichtkegels Signale senden kann, bezeichnet man als Kausalitit.

Wir merken noch an, dass auch die avancierte Green’sche Funktion (5.38), deren Fouriertransformierte Pole in
der oberen Halbebene hat, zu Losungen der Maxwell-Gleichungen fiihrt. Schalten wir die Quelle zum Zeitpunkt
7 aus, so werden in der speziellen Losung sédmtliche aus dem Vergangenheitslichtkegel von |x| — oo einfallen-
den Wellen absorbiert. Diese Randbedingungen sind in der klassischen Physik allerdings nicht von praktischer
Relevanz (explizit wird dies vor allem in der Quantenfeldtheorie), ist allerdings auch die avancierte Green’sche
Funktion von wesentlicher Bedeutung.
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5.6 Strahlung zeitlich verdnderlicher Ladungs- und Stromdichten

Betrachte ' '
pla,t) = plx)e™™",  jz,t) = jlz)e™

(5.39)

Wir konnen diese als Fourierkomponenten allgemeiner Verteilungen auffassen. Die tatsédchlichen Verteilungen
sind selbstversténdlich reell. In Lorenz-Eichung erhalten wir dann fiir retardierte Randbedingungen mit w = ck:

= e R =2

Daraus erhalten wir B = V x A sowie

V x E——EQB——B ikB =1kV x A
c ot

Im quellfreien Gebiet ist dann
VxVxXxE=V(V-E)-AE=-AE =kFE =ikV x B

= E:iVxB

Die Wellenldnge der Strahlung ist A = 27¢/w, die Grofie der Quelle sei ~ d und es gelte A > d (typischer Fall,
wenn die Ladungen sich nicht selbst nahe der Lichtgeschwindigkeit bewegen). Wir betrachten dann Néherungen

fiir folgende charakteristische Abstédnde:

Nahzone (statische Zone): d<z <A
Mittlere Tone (Induktionszone): d<ax~A
Fernzone (Strahlungszone): d< A<z

Nahzone

= ek

l

dr Y (0, )
:ZZQZ-"-l S ///)/lm 790 y.?()d
=0 m=—1

Das Feld folgt hier also quasistatisch der Ladungsverteilung.

Fernzone

Es gilt | — y| = |z| — & - y. Zur fithrenden Ordnung in d/x:

1k:1: o 1ka: OO
el :z;y
CT

Die Reihe konvergiert schnell aufgrund der Annahme d ~ y < A = 27 /k.

(5.40)

(5.41)

(5.42)
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Dipolstrahlung

Wir benutzen die Kontinuitétsgleichung

gthrV J=0=—iwp+V.j (5.43)

und formen zundchst um (p sei das elektrische Dipolmoment)

/// // (V-j(= = —W///xﬂ = —iwp (5.44)

Der fithrende Term in der Entwicklung (5.42) ist dann

o / / / - —ikpe:w (5.45)

Wir erhalten dann die elektrischen Dipolfelder, wobei wir folgende Identitdten benutzen:

T
V=2 (5.46)
(p-V)x =p;0jzie; =pjdije; =p (5.47)
—(xxp)xx=2xx (xxp)=x(x p) —pr’ (5.48)
(5.49)

Vx(exp)=x(V-p)+(p-V)x—p(V - x) (SéG)pfiip: —2p 5.49
Damit folgt
ikx ikx ikx ikx 1
B =V x A 1kp><( ¢ )ikmxpe3+k2mxpe2k2(§3xp)e (1>
22 x x x ikx
ikx ikx

%VxB_—Vx(mxp)emg

ek elkm ] eik:w eikx
=<1k562—Z‘3>V><(:L'><p)—(m><p)><v<lkx2 _>

ikx ikx
(5.49) e ., € . T 2T T TN ikx
= 2p ([1731]{ x2>(mxp)>< (*21]{39*]43 E+3571k9>e

ikx ikx ikx : :
(5.48) e € 9 e 3 3ik\ . of 1 ik i
= Qp(:c3 —1k$2>+k‘(a:><p)><acx3 +w(m~p)<x5—x4 e — 3px 5 e

+1ikV x (x x p) =

24
ikx :
_ 1.2 € o (1 kY g
=k (wxp)xwxg+[3m(w~p)—pw]<x5—x4>e
In der Fernzone ist auflerdem kx > 1, sodass wir ndhern kénnen
eikx eikac
B =k*& xp—o , E=FK(&xp) x& =Bx#% (5.50)
x x
Im umgekehrten Fall der Nahzone sind die fiihrenden Beitrage
3z(x - p) — pr® ., X
E — :L'(:B p) pZC elk‘L, B — kw p lk‘.L (551)

25
d.h. wir finden insbesondere den quasistatischen elektrischen Dipol wieder. Im statischen Grenzfall £ — 0 ver-
schwindet auch das Magnetfeld.

Wir betrachten nun die abgestrahlte Leistung in der Fernzone. Die durch ein Kugelfiichenelement abgestrahlte

Leistung betrégt

dpP
dP =S -#2%sin0 df dp = - = 2@ (E x B) (5.52)
———— dQ 4
dQ

Dabei sind die Realteile der Felder zu nehmen. Wir miissen dann noch zeitlich iiber sin?(wt) mitteln, was einen
zusiitzlichen Faktor 1/2 ergibt. Mit obigen Resultaten erhalten wir so
AP _ € 25 (B x2)x B) = “2% - (#B% - B(@- B)) = —k'& - (3(3 x p)2 — (& x p) (& - (& x p)))
aa "~ s 8 ~ 8 p P)Z \T*P))
€ 14

= gk (& x p)?
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Fiir p || 2 gilt somit

dP 4.9
0 = 8 iy p?sin? @ (5.53)
Wir erhalten daraus die Gesamtleistung
1 1
dpP 4 2 4,2
P =27 d—QdCOSG—fk (1—&2)p? d¢ = k (5.54)
—1 —1

Man bemerke hier das charakteristische Verhalten oc w* und auch, dass in der Fernzone die Feldstirken ~ 1/z
und die Energieflussdichte ~ 1/2? abnehmen. In der Richtung des Dipols bleibt der Raum feldfrei.

Magnetische Dipol- und elektrische Quadrupolstrahlung

Wir betrachten nochmals | — y| = || — & - y und

S

wobei wir den Nennerterm eine Ordnung weiter entwickelt haben. Im Folgenden betrachten wir die nachfithrenden
(jenseits des elektrischen Dipols) Beitrige zum Vektorpotential

A = (2-) [[[@ witw o

(1k) // (@ 9)i(y) + @3 (y)y]+ (y x §) x &} d*
(1) (&)

i) - k=) +...) d’y

ikx
2cx

Dabei ist (1) symmetrisch in y <> 7 und (2) antisymmetrisch. (2) enthélt zudem die von der Stromverteilung
erzeugte Magnetisierung (magnetische Dipolmomentdichte)

M(z) = %x x j(x) (5.55)

(1) werden wir mit dem elektrischen Quadrupoltensor in Beziehung bringen. Die magnetischen Dipole ergeben

1ka: ikx
ABY () = — ( - 1]4;) T x ///M d?y = ik@ x m° (1 - ;) (5.56)
xT 1RX

Dies hat die gleiche Form wie das vom Dipol erzeugte Magnetfeld (5.50), dessen Rotation nach dem Indukti-
onsgesetz das elektrische Dipolfeld erzeugt. Analog zu obiger Rechnung folgt also

ikx

BB = v x ABY — 2( x m) x x + [Bz(x - m) — ma?] (1 - lk) elke (5.57)

3 x° ozt

Das zur magnetischen Dipolquelle gehorige elektrische Feld ergibt sich dann aus dem magnetischen Feld fiir die
elektrische Dipolquelle mit p — m und einem negativen Vorzeichen:

BED 120 e (1 5.58
o (& xm) x ikx (5.58)

Wir kommen nun zu den elektrischen Quadrupoltermen (E2). Dazu betrachten wir zunichst folgende Identitéten:

/// 2-y)(V-3) - ///yzwjyjakjk d’y = —e ///(5ik53jyjjk + 8ikyi® ) Ay
*///(j(a?-yﬂy(ﬁrj)) a3y

e teoam =L [l e 0% [ s
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= A(EQ)(:B):GZ?I (;—ﬂe)( )/// & - ypd?’y__li2 m( m;) /// ~y)p A3y (5.59)

Wir geben die Felder in der Fernzone an — dabei ergeben sich die fithrenden Terme aus den Ableitungen der
Exponentialfunktion:

Velh = ikgel™
Daraus ergeben sich die Felder
B=ikz x A
E= é(ik)z:% x (& x A) = ik(Z x A) x &

Also kénnen wir nach Gl. (5.59) schreiben

(E2) ik3 eilm ) . .
B = ——— (& xy)(Z-y)p(y) d°y (5.60)
Wir erinnern uns an den Quadrupoltensor
/// (Bxix; — ”) (x) d3x
und definieren
Q(Sﬁ) = eiQi]‘fﬁj (561)

Damit ist ndmlich folgende Eigenschaft erfiillt:
1. . 1 . . 1 . 2¢ \a 3
3% X% Q) = ggijkijklitlei =36 ik (Byry — Y~ o) &ip(y) d’y

5 [[[ 6@ <@ v - @xsﬁ) v &= [[[@xu@-v oy

Also kénnen wir nach Gl. (5.60) schreiben

B®?) — _—_ —&x Q&) (5.62)

Fiir den Poynting-Vektor benutzen wir folgende Nebenrechnungen:

[a X V]2 = Eq;jkajvk&;lmalv = (5jl5km — 5jm5kl)ajvk-alvm = a2V2 — (a . V)2
[ExV]P?=V?—(&-V)?
(@axV)xa=Va*—a(a-V) = (@xV)x&=V -3z V)
= [(@xV)x2P=V?2-2& - V)& V)+(& V) =[zxV]?
Die vom E-Feld transportierte Leistung ist gleich der vom B-Feld. Daraus folgt
; _ (4B’ B3
S = 47T(E x B) = 47r((B X &) x B) = 47T(wB B(& - B))

= #-S=-—(B>—(& B)) =

i 7T(B X :c)

4

Dies ist wieder zeitlich zu mitteln, wobei der Realteil von B zu nehmen ist.

1ckb1 ckS
TS == L s, 2\ 2 _ - ~\\2
B8 =5 Lo ((# X Q@) x #)° = S0 (2 x Q@)
Daraus erhalten wir die differentielle Leistung:
dpP ckS
— =8.3 2 _ IS AN\ 2 '
0 Br” = oo (& x Q(&)) (5.63)

(2xQ(#)*=Q°— (- Q) = Qu&;Queds — 2:Q;; ;21 Qi
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Um das Winkelintegral auszuwerten, bemerken wir:

#dﬂ:lm

>
#iﬁlﬁﬁj dQ = aéij l> 41 = 3 = o= —
4
= #ilﬁj dQ = ?ﬂ-éi]‘
# 8188181 AQ = a8y + dndy + Sudyn)

2
sy (&2 + 23+ #3)2 +4 > (1 - §,;8222) | dQ = 27a
=1 Y
Betrachte 0.B.d.A. i =1, j = 2:
or 1 1 6 4
#:ﬁ%w% dQ = //Sin490082apsin24p dcosf dp = g /(1 — 2 d¢ = Zﬁ = 1—7;
0 -1 -1
3\ 47 16 361 47
dr+4(0) 2 = dr+ =28 =27 ==
— T+ (2)15 +57T 5 a = 5
Also erhalten wir als Zwischenergebnis
o 4
Z;T; LI dQ) = E(éij(skl + 5ik§jl + 5il5jk) (5.64)
X N\ 2 47 47 47
(T xQ(x))* dQ2 = ?Qij@ij - E(Qii@kk +QijQij + Qi;Qji) = ?QijQij (5.65)

Das letzte Gleichheitszeichen riihrt von der Tatsache, dass der Quadrupoltensor ) symmetrisch und spurfrei
ist. Damit ist die Gesamtleistung gegeben durch

ckS 4x

P f— =
28871 5 5 @il

360QUQU (5.66)

4

Die Leistung ist also proportional zu w®, wihrend sie beim Dipol proportional zu w? ist.

Als Beispiel geben wir ein um die z-Achse symmetrisches, oszillierendes Rotationsellipsoid mit konstanter La-
dungsverteilung an. Dann hat der Quadrupoltensor die Gestalt

1 . .
Q33 =Qo, Qu=0Q2=-35Q, Qy=0firi#;
Damit ist die differentielle Leistung gegeben durch

dP ckb ) o X kb )
(Qljijzkxk wiQijocja:kam) = 2 (:I:

dQ 288 2887 "
1. . . . 1. . . . A A 1. . . .
_ZiL'liL'liL'l(L'l — Zﬂ:Qﬂ:QwaQ + £L'3£L'3(w1w1 + iL‘QiL‘Q) — 2331331331331)
ckS 59 ck®
= 2887TQ04COS 0 sin? 0 = WQO cos? fsin? 0
Durch Integration erhalten wir dann die Gesamtleistung;:
1 ck®

= 5.67
360Q°( 4) 240Q° (5.67)

In der Quantenmechanik zeigt sich, dass Ubergiinge zwischen bestimmten Energieniveaus jeweils Multipol-
strahlung eines bestimmten Typs emittieren. Dabei haben Ubergénge zu niedrigen Multipolen eine geringere
Lebensdauer als fiir hohe Multipole. So entspricht die berithmte HI-(21 c¢m)-Linie von Wasserstoff mit einer
Zerfallsrate von 2,9 - 107*° s™! einem magnetischen Dipoliibergang (B1).



Kapitel 6

Elektromagnetische Wellen

6.1 Ebene Wellen

Zuerst betrachten wir nochmal die Maxwell-Gleichungen ohne Feldquellen in Medien.

Maxwell-Gleichungen

eV-E=0 V-B=0 (6.1)
10B ue OFE
VxE=—""" VxB=" (6.2)

Zur Herleitung der Wellengleichung kann wie folgt vorgegangen werden.

1 : .
VXxVxE=V(V-E)~-AE=-—-VxB-AB='“vxE
C C
’E . 19°B
pe 0 vxp-_198

V xB="—
x c Ot? c Ot?

Daraus folgen die Wellengleichungen.

Wellengleichungen
e 02 pe 02

Eine Welle heifit eben, wenn wie nur in einer Richtung vom Ort anhéngt. Ist diese Richtung 0.B.d.A. z, dann

ist wegen
HE 762 _ 762 _C )
( 2 92 22 flz=x e =0 (6.4)

eine beliebige Losung komponentenweise von der Form von f (muss aber noch das Gaufi’sche Gesetz erfiillen).
Die Phasengeschwindigkeit betragt

Phasengeschwindigkeit

=— mit n=.,/pe (6.5)

Wir betrachten nun Lésungen in der Form von Fourierkomponenten

Lésungen der Wellengleichung in Fourierdarstellung

E(z,1) = Re [Eoeﬂk--’f—wt)} B(z,1) = Re [Boeiw—wﬂ} mit w%|k\ (6.6)

Mit V-E=0und V-B=0= k-E =0und k- B = 0 und daraus ergibt sich, dass E- und B-
Feld senkrecht zur Ausbreitungsrichtung orientiert sind. Man sagt, elektromagnetische Wellen sind transversal.

VXE:—EE:ikxE:inB
c ot c

E
vxB="Z —ikxB=-iw“E
c Ot c

81
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Hieraus folgt wiederum, dass E- und B- Feld auch senkrecht aufeinander stehen.

B=SkxE (6.7)
w
02 02 02
|B|2 = E(k X E)(k X E) = EgijkkjEkgilmklEm = E(éﬂékm — (Sjmékl)kjEkklEm =
c? c2k?
= SWE — (k- B?) = < |BP = ?|BP
1
Bl = 1Bl (63)

Wir haben noch die Freiheit, eine beliebige Polarisation in der Ebene k-x = 0 zu wéhlen. Ein komplexer Vektor
in einer Ebene(L k) hat vier Freiheitsgrade, so dass wir ansetzen:

eian =a; + iag (mlt aj - k= 0)
Dabei sind a3 reell und o eine beliebige Phase, welche wir in zweckméfBiger Weise wéhlen kénnen.

E? = |E]?¢" = e %%(a? — a3 + 2ia, - ay)

wihle o = 7% = (a1 +ia2)2 ER=—a1-a,=0&ai;las
Definiere kartesisches Koordinatensystem mit
ay as k
61:m7 62:$m7 elzm

Das Vorzeichen soll dabei so gewidhlt werden, dass das Koordinatensystem rechtshéndig ist.
Ist einer der a1,2 = 0, so ist der Basisvektor senkrecht zu den beiden anderen zu wéhlen.

E(x,t) = Re[(a1eliFiageg)ei(k'z*“’t*"‘)] = aje; cos(k-k—wt—a)tases sin(k-k—wt—a) =: Ey(x,t)e1+FEs(x,t)es

E? FE?
e —21 + —22 =1 — Ellipsengleichung
ay az
E
tan B(t) = E? = :FZ—j tan(wt + 0)

2
mit § = a — k - . Die Periodendauer fiir einen Umlauf der Ellipse betrigt T = il

w
Wir merken noch an, dass man sagt, die ebene Welle sei im allgemeinen Fall elliptisch polarisiert. Die wichtigen
Spezialfille mit einer verschwindenden Halbachse sowie zwei gleich langen Halbachsen sind:

aei s lineare Polarisation

¢“Ey = a; +ia = { (6.9)

a(e; +ieg) zirkulare Polarisation
In der Quantenmechanik zeigt sich, dass die zirkulare Polarisation den Spineigenzustéinden der Lichtteilchen
entspricht.

Zur Berechnung der Energie- und Impulsdichte ebener Wellen betrachten wir.

a(t) = Re[age™?], b(t) = Re[bpe™'] = a(t)b(t) = i(aoe_i“’t + aget) (bge Wt 4 biet) (6.10)
Bei zeitlicher Mittelung fallen die oszillatorischen Beitrige weg;:
(alt)b(1)) = § (aots + agho) s Relaob] (6.11)
Zeitgemittelte Energiedichte
(Wem) = %i <€E2 + iBQ> = % (sRe[EOES] + iRe[BOBS]> (6.12)
== (5E|2 4 ;|B|2) W |gp = %mﬁ (6.13)

Zeitgemittelte Energiestromdichte

c1 c1 "
<S> = E; <E X B> = g;Re[EO X BO]

Cc

NeT

C ~ g ~ C ~
= —|E]? k= —|E|? k= (w.,) —k 14
87wl |“\/ue 87T| | {we >n (6.14)

c
Die Energiedichte wird also mit der Geschwindigkeit — entlang des Wellenvektors transportiert.
n
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6.2 Reflexion und Brechung

Im allgemeinen ist n eine Funktion der Frequenz. Dariiber hinaus ldsst sich die Ddmpfung der Wellen im
Material mittels eines Imaginérteils beschreiben. Hier gehen wir nur auf die einfachsten Brechungs-und Refle-
xionsphdnomene ein.

Wir betrachten dazu folgende Grenzflichen in der z = 0 Ebene:

L 2
pien' = /e
-
My €, =/ UE
010
EII
k E k//
Es gelten wieder die Zusammenhénge
!,/
k= |k| = % K= |k| = ”C“ (6.15)
1
' = |k"| = % n = /ue,n =/u'e (6.16)
Einfallende Welle:
E =Re[Epe!®*@t)] D=¢E (6.17)
BzgkxE H:uik:xE (6.18)
w
Gebrochene Welle:
E' = Re[E}* =<0 D' — ¢ E (6.19)
B’ = ik’ xE  H = u%k’ < E' (6.20)
Ausfallenden Welle:
E” = Re|Ele! ¥ =="0)) D" =:E" (6.21)
BII — Ekli X Ell HII — Lllkll X EII (6.22)
w Lw

Randbedingungen:

Die Tangentialkomponenten von E und H und die Normalkomponenten von D und B sind stetig an der
Grenzfliche z = 0. Damit dies fiir alle Zeiten ¢ gilt, miissen w = w’ = w” sein. = k = k"

AuBlerdem miissen die Anschlussbedingungen an jedem Ort der Ebene erfiillt sein.

k-x|.—o =k x|.o0 = k" x|.—0 (6.23)

Propagieren die Wellen 0.B.d.A. in der = — z-Ebene, dann gilt also:

Einfalls- und Ausfallswinkel

ky =k, =k & ksinf =k sin¢ =ksind”" = 6 = 0" (Ausfallswinkel = Einfallswinkel ) (6.24)
Brechungsgesetz
sinf’  n

= (6.25)

nsind = n'sinf < — = —
sin 6 n
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Wir betrachten noch niher die Komponenten polarisierter Wellen. Die Stetigkeitsbedingungen lauten:

(e(Eo+ Ej)—€'E)) -n=0 (6.26)
(kxEy+k'xE] -k xE))-n=0 (6.27)
(Ey+ El —Ej)) xn=0 (6.28)

1 1
(,u(kEO +k" x EJ) — ;(k/ X E(’))) xn =0 (6.29)

Der allgemeine Fall ergibt sich, wenn wir die Polarisationen parallel (E-Feld senkrecht zur Ebene der Zeichnung,
y-Richtung) separat betrachten, als Linearkombinationen.

Senkrechte Polarisation:
E, E{

0 0
AuBlerdem bilden wir das Kreuzprodukt aus e, und () und benutzen, dass :
e, x (kxey) =k(e, e;) —eyk-e;)=—k.e,

li /N
— Eok +ﬂEk:”——E0k’—O (k’:k:;:k: ’”)

1 1 !
(EO—E )kcosO——EOk:’cosﬁ’ UE—,E{)COSH’
/
— (Eo — Ey) \/>cost9“ E00050'<:> ’/ cosH’ 01/7C089:1/£C089
Eqy H

P 2\/70056‘ 5 0
:>—0’/6—c080’+ 1)1/C089\/>C089:> K cos
E[) 17 g 3 5
c059’+\/7c059 —c059’+c059
1 V ep
5 e’ e'u
—cosf — /= cos@’ ¢ I o’
B ) 7 = B Vit gt o[
a " £ ol
7 Iz

//

660594— =241 —cosl) = — =
Eo Ey Ey e B m
cosf + 4/ — cosf  cosf + cos 6’
, , - n sin 0’
st u=p' =1 = n=,E,n :\/;7?: o= S
Fresnel’sche Formeln
Ey 2cos B 2 cos 0 sin 6’ _ 2cosfsind’ (6.30)
E, sind c0s0/ + cos 0 ~ cos@'sinf 4 cosfsin®  sin(f + 6') '
in 6’
sinf
EY cost) — sin 6’ cos ¢ _ cosfsin@’ —sinf cos® sin(0' + 0 (6.31)
Ey 030 + sinf cosd’ ~ cos@sin®’ + cos @ sinf sin(h + 6) '
sin 6’
Parallel Polarisation: |E x n| = |E| |n| \sin(g — 0| = |E| |n| | cos|
/! /
1.27) = (Ey — E/)cos — El cost =0 < (1 — =) cosf = =2 cos b’
0 0
Eo Eo
Um (1.28) zu verwenden, berechnen wir:
Ew ky szx - ksz
(kxE)xe,=E(k-e,)—k(E-e,)=[ 0 |k.—| 0] E, = 0 =[(kxE)-eyle, = |k| |E|e,
E, k. 0
k k' 1% k=K"= ,LL€ E// by
(1.28) = E0+ Eo——EO_O = (Ey+E] \f E} 0 \f =0 i
1% /NIEI 74

k!

c
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E// ! E//
z(l—O)COSH E/:(l—i—o) \/?COSQI
Ey 1 Ey 7

1+a—b_ 2a
a+b a+bd

Mit
560/ ! 360" n/ 360’ sin 6 tan6 tan6
COSU. [EH _ECOST T _ € L0 SIY £ und mit cos§’ = - cos h—n (6.32)
cosf \ e’ e cos@ n g cosf sinf e tan@’ e’ tan ¢’
folgt noch
Fresnelsche Formeln
9 [€ g€ tan 6
cos @,/ — — cos
Ei(/)': w /'y tan :E’tanﬂ’—stane
E e € tanf  &'tanb +etand

‘ee’e’ ! € €
Hierbei wurde benutzt, dass u =S = B2y i = g, dann wir die Intensitit der parallel
5 UE

zur Einfallebene polarisierten Welle Null, wenn gilt:

. 2 .92 . , . 92
sin @ e n’ sin® @ sin @ sin” 0 . .
:tan@:—tan@’zﬁtanﬂ': — = —— sinfcosf = sin @' cos§’

€ n sin“ @’ cos 6 sin 6’ cos 0

cosf
& sin(20) = sin(20') = 0+ 0" = g

T
sin _ n' _ cosf cos (5 _9> _ sinf
sin@  n cosf cos 6 " cosf
Dies definiert den Brewster- Winkel
Brewster-Winkel ,
tan O = — (6.33)
n

Féllt unpolarisiertes Licht unter diesem Winkel ein, dann ist das reflektierte Licht senkrecht zur Einfallsebene
polarisiert. Dieses Phdnomen man gut mit einem Polarisationsfilter an einer Fensterscheiben beobachten.

6.3 Hohlraumwellen

Wir betrachten eine quaderfsrmigen Hohlraum, begrenzt durch Metallwénde (beschrieben als ideale Leiter).

L2
Ls
- Y
Ly

T Lo
. . . 1 02

Gesucht sind Losungen der Wellengleichung 2oE A ) E(x,t)=0.

c
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= Separationsansatz:

X// Yl/ Z// 1 T//

N O~ ~—
=—k2 =—kZ =—k2 -

Jeder einzelne Term ist dabei gleich einer koordinatenabhingigen Konstante, welche wir hier benannt haben.
= w? = A(k? + k3 + k3) = k2, E; = Re[C; sin(k1x + aq) sin(kay + a2) sin(kszz + as)] (6.35)

An den Leiteroberflichen miissen die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes verschwinden. (Dies ist
eine Niherung, da sich die Leiterelektronen dazu mitbewegen miissen. Solche Resonatoren lassen sich daher
nicht fiir beliebig hohe Frequenzen realisieren und sind daher vor allem im Radio- und Mikrowellenbereich von
Belang).

FE, ist tangential zu den Wénden y = 0, Lo und z = 0, Lg3:

mm

sin g = sin(k2L2 + 012) =0= ay =0, ky = T m=20,1,2,3, ...
2
sinag =sin(ksLs + a3) =0 = a3 =0, k3 = ?, m=20,1,2,3, ...
3
. MTY . NTZ
E,=C1X
= C1 X (x)sin I sin I —e
und entsprechend
E, = Oy X(2) st Une . n'mz _ .
= x) sin sin
Y ! Ly Ls
LA ommy
E, = C1X(x)sin . sin T i
Ein Zusammenhang der drei Faktoren besteht durch das Gauf3’sche Gesetzt.
l/ I . " 1 o
0=V -E=C X (r)sin Y gin T2 ot 4 Y'(y) sin T i LTE g L4037 (2)sin T sin LY g=iw"t
L2 L3 1 3 2 L2
(6.36)
Um diese Gleichung zu allen Zeiten und an allen Orten innerhalb des Resonators zu erfiillen, muss gelten:
l / "
X'(z) 0(81112—% Y (y) O(Sinmwy, 7Z'(2) o sin 2
1 2 3
W= = UJN, =1 = l”, m=m' = m//7 n=n'n"
Mit einer bestimmten Wahl fiir X, Y, Z ergibt sich dann
[ Ilrx . mmy . nwz _,
E’E — R C e . —iwt
, e _ 1COS I sin T sin 5 |
l
E, =Re 02 sin Z—f cos mLzy sin %e—m
- I O
E,=Re -03 sin z—f sin L7T2'y cos nL—Te_Mt
l 2 m? n?
G- +Cg—+(]3 =0, w2:7r202<—|—+>
Ly Ly L3 I3

mit [,m,n =0,1,2,3,... und mindestens ein [, m,n # 0 fiir eine nichtverschwindende Losung.
Zwischen den komplexen Feldern besteht der Zusammenhang:

10B w
~-VxE=-—=-i—B 6.37
x c Ot ! c ( )
ic 8EZ 0E, ic ™™ ™ l mmy mnz _
Bac _ - _ = _ o et iwt
» ( 9y 5% > (Cg T Cy L3> sin I cos T co T e
ic (OFE, OFE, ic ™ 7l Irx mmy m _
B = —— —_ _ C’ - C e iwt
Y < 0z ox ) w ( ! Lg 3L1) €08 L1 s L2 ¢ L3 ¢
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Dies ist konsistent mit der Randbedingung verschwindender Normalkomponenten des B-Feldes auf den Rand-
flichen:

Bw(07 :U,Z) = Bw<L1aya Z) = O; By(-r7 0; Z) = By(l‘, L2a Z) = 0; Bw(xaya 0) = Ba:(-r7 y»LS) =0 (638)

Weiterhin priifen wir leicht nach, dass E- B=0«< E 1B

Fiir einen Wellenleiter sei der Hohlraum in z-Richtung unbegrenzt. Wir kénnen daher wihlen: Z(z) = e*#=,
Fiir in positive z-Richtung laufenden Wellen wihlen wir das positive Vorzeichen.
E, = C|cos ZL—T sin ﬂzzy i(kz—wt)
E, =Ccos ZL—T sin nz;yei(kz""t)
E, = (Cqsin ZL—T sin T?Z;’y i(kz—wt)
W= (”LZ? + WQLTQ + k2> I,m=0,1,2,3, ... und nicht beide gleich Null.
V-E:O:>ikC3zcllLil+an£—:
B, =—— (8E O, ) —ic—ﬂ- (CQ[ Clm) cos lﬂc cos wei(kz_‘“t)
Ox w \ I Lo Ly Ly
B, = —LC (%iz > ( 12? ngn sin lz—f cos Trzzy - %Cz sin ZL—T cos 7727;1/) gl(kz—wt)
By =—— <6‘£ ) ( IZT Lclg cos lz—f sin w;zy + UC& cos ZZ—T sin m;?) eilhz—wt)
—F-B=0<FlB (6.39)

Fiir freie ebene Wellen fanden wir, das E-und B-Feld senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung stehen. Man
spricht dann von TEM-Wellen (transversal elektromagnetische Moden).

Im Rechteckleiter gibt es keine Moden mit E, = 0 und B, = 0. Fiir £, = 0 und C3 = 0 oder [ oder m gleich
Null.

Betrachte zunichst verschwindende Wellenzahlen:

lZO&BZ:O:>Olm=O:>01=O

Ist andererseits C3 = 0 (und B, = 0)

C1f — CQ L2
und damit V- E =0, £, =0
Ci—= C + Cg I =0
Dieses Gleichungssystem hat nur die Losung C; = Cy =0=— E=0=— B = 0.
Es gibt hier als keine TEM-Welle. Da E_L B, kénnen wir entweder E x e,(TM) oder B x e,(TE) wihlen. Der
allgemeine Fall ist eine Linearkombination aus beiden.
Die einfachste TE-Mode ist gegeben fiir [ = 01, m = 0(oder umgekehrt).

Y CTr
—e 2+ T E,—E,=B, =0
w=c +L% 7 y
Col  C
Einfachste TM-Mode= [ = m = 1, —2- — 2™ _
L, Lo
w=c k;2+£2+£2>c 77—24—12
- 212 212

Von Bedeutung sind auch andere Geometrien (z.B. Koaxialkabel).
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6.4 Streuung von Licht

Wir wollen hier im Rahmen der klassischen Physik die Rayleigh- und Thomsonstreuung behandeln.

Oszillierende Punktladung

Betrachte Punktteilchen mit Ladung g auf der Bahn
x(t) = xp coswt #(t) = —wow? cos wt (6.40)

Fiir das Dipolmoment ergibt sich.

p(t) = /// xp(x,t) dz = /// xqp(x,t) d3z = gz coswt = Re[gaoe '] = qwoé(e_i‘*’t —eWh)  (6.41)

Abgestrahlte Leistung:
_Chao L ooy .2
w

k=—
c

Das Punktteilchen habe nun die Masse m und befinde sich in einem Oszillatorpotential mit Frequenz wgy. Der
Abgestrahlten Leistung entspreche ein Ddmpfungsstrom TI'.
Auflerdem sollen folgende Felder anliegen:

— max + Fraq +mw8w = qEyek @t (6.43)
~—
mla

Um den Dampfungsstrom zu finden, nehmen wir an, dass in erste Ndherung das Teilchen wie oben mit der
Frequenz wg oszilliert.

. . . . 2¢% ..
Fq= fradm =ml T — <Frad ' CL’> = <fradm> =P= 3723 <.’I}2>
22 2¢°wd
frad = @wo =mltaq = Taqa = W

Im Allgemeinen tragen neben I'.,q auch andere Terme (insbesondere Transfer kinetischer Energie an andere
Teilchen, z.B. Hiillenelektronen) bei. Wir behandeln I" daher im Folgenden als einen phénomenologischen Pa-
rameter.

Fiir die Wellenlénge des einfallenden Licht soll gelten A > z¢, also z.B. viel grofer als ein Atomradius.

X i . . i
zk-w%)\—<<1:>e””3%1$mw+ml"w+mw3w:que jwt
0

Zur Losung machen wir den Ansatz

x(t) = ae™ ! (6.44)
— (~w? —iTw + wd)a = %EO (6.45)
2
. L g, .
= p(t) =qx =qae = — T e ! (6.46)

—w? — iTw + w?

Losungen der homogenen Gleichung sind exponentiell fallend und miissen hier nicht beriicksichtigt werden.
Es folgt fiir die abgestrahlte Leistung:

dP  cwlp|?* . 5 c (& \° wsin? 0
= in?0=— (== | |Eof? 6.47
dQ gnc3 8 \ mc? [ Eol (wd — w?)? + w22 (6:47)

0 ist dabei der Winkel zwischen Ey und der Abstrahlung. Die Frequenz der Abstrahlung ist dabei gleich der
Frequenz der einfallenden Welle. Quantenmechanisch ist die Frequenz proportional zur Energie. Man spricht
daher von elastischer Streuung.

Wir definieren den differentiellen Wirkungsquerschnitt
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Differentieller Wirkungsquerschnitt

Nout Pout dpP

do AtdQ _ dQ o)
do _ _ _ 6.48
a0 N Pu 18] (6.48)

AtA A

Mit Nip out der Zahl der einfallenden bzw. ausfallenden Lichtteilchen. Quantenmechanisch sind diese proportio-
nal zur Energie. A ist die Fléche, tiber die der einfallende Teilchenstrom verteilt ist, und At ist das betrachtete
Zeitintervall.

C

47

S

c do q° 2 wsin® 0
Bx E S|) = —|Eo|? — =—— 6.49
(B x E) = (|S]) 87T| o = dw (mc2) (W2 — w?)2 + T2 (6.49)

Totaler Wirkungsquerschnitt:

1
é ‘ do @\ wh(1 — cos? 0) 87 [ 2\’ w?
= — dO =2 =< d f=—|— 6.50
7 dQ 7r/ <m02) (wg —w?)? + w22 €08 3 \mc? (wg — w?)? + W22 ( )

-1

Thomsonstreuung

Dieser Grenzfall gilt fiir kleine Wellenléingen (w >> wq) oder alternativ fiir die Streuung an freien Elektronen

Totaler Wirkungsquerschnitt Thomsonstreuung

st (¢ \°
OR = OTh = ( g ) (6.51)

3 \mc?

Die Quantenmechanik bestéitigt diesen Ausdruck als den nichtrelativistischen Grenzfall der Klein-Nischima-
Formel.

Rayleighstreuung
Dies gilt fiir den Fall w < wq

Totatler Wirkungsquerschnitt Rayleighstreuung

wh

g = UThFé (652)

Blaues Sonnenlicht wird in der Atmosphire also sehr viel stirker gestreut als rotes. Das Streulicht im Ta-
geshimmel erscheint daher blau. Morgens und Abends, bei niedrigem Sonnenstand, kann die Sonne selbst durch
die ,, Wegstreuung®“ der Blauteile dagegen rot erscheinen, ein Effekt, der durch Aerosole noch verstirkt werden
kann.
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Kapitel 7

Spezielle Relativitatstheorie

Die Newton’sche Bewegungsgleichung ma = F' ist invariant unter Galilei-Transformationen * = « + a + vt.
Dariiber hinaus ist sie forminvariant oder kovariant unter Rotationen & = =’ = R - & mit einer orthogonalen
Matrix R, da mit F’ = R-F die Gleichung m& = F’ (gleiche Form im rotierten Koordinatensystem) folgt. In der
bisherigen Notation ist das Transformationsverhalten unter Boosts (Ubergang zu einem anderen gleichformig,
d.h. beschleunigungsfreien, bewegten Koordinatensystem) nicht offensichtlich. Z.B. kénnen wir eine bewegte
Ladung im B-Feld betrachten, welche dann eine Lorentzkraft erfihrt. Im Ruhesystem des Teilchens sollte die
Kraft weiter vorhanden sein, kann allerdings fiir verschwindende Geschwindigkeit nicht als Lorentzkraft auf-
gefasst werden. Offenbar geht das B-Feld in ein E-Feld iiber. Es zeigt sich allerdings, dass forminvariante
Gesetze nicht mit Galilei-Transformationen vereinbar sind. Stattdessen miissen auch Léngen und Zeitabstdnde
kontrahiert bzw. verlingert werden. Diese sogenannten Lorentztransformationen wurden zuerst von Lorentz und
dann von Poincaré im Jahr 1904 formuliert. Unabhéingig davon erkannte Albert Einstein 1905, dass sich die
Unabhéngigkeit der Lichtgeschwindigkeit vom gleichférmigen Bewegungszustand des Beobachters und von der
Quelle als einfachste Forderung nutzen ldsst, um die Lorentztransformation zu erhalten. Anders als Lorentz und
Poincaré lieB Einstein die im 19. Jahrhundert vorherrschende Vorstellung eines ruhenden Athers als Triiger der
elektromagnetischen Wellen fallen. Alle gleichférmig bewegten Beobachter sind damit gleichberechtigt, und die
Ldngenkontraktion sowie die Zeitdilatation sind relative Effekte zwischen den Bezugssystemen. Bei Lorentz und
Poincaré existiert dagegen noch das bevorzugte Ruhesystem des Athers - auch wenn Poincarés Vorhersagen sich
mit Einsteins Aussagen deckten.

Eine Konsequenz der Maxwell-Gleichungen sind die Wellengleichungen im Vakuum

Wellengleichung im Vakuum

2 o2

( Lo A) Wz, t) =0 (7.1)

mit ¢ einer beliebigen Komponente von E oder B. Wir betrachten nun eine Galilei-Transformation.

t—t' =t z—a'=z+vt~~xz=a —vt
o om0 oto 9 0

97 " o0 0z, 0w 0t Gm; om Y Y
9 _Ov o oto 9 0 0 g
o ot ox; oot owm; o Ot
9> 9? ) 5
1 0? 1 [ 0? ) 5 ,
CQW_A:>CQ(W+2(v~V)at,+(v-V)>—A (7.2)

Unter Galilei-Transformationen ist die Wellengleichung also nicht forminvariant. Dies kann auch nicht durch
eine lineare Transformation unter den E und B behoben werden, da alle Komponenten dieselbe Wellengleichung
erfiillen.

91
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7.1 Spezielles Relativitiatsprinzip, Konstanz der Lichtgeschwindig-
keit und Lorentz-Transformation

Die Spezielle Relativitéitstheorie gilt in der Abwesenheit von Gravitation (oder wenn deren Effekt vernachléssigbar
klein ist). Es gibt dann Bezugssysteme, in denen sich kriiftefreie Korper gleichformig und geradlinig bewegen.
Diese heiflen Inertialsysteme. Man beobachtet, dass alle Inertialsysteme gegeneinander mit konstanter Geschwin-
digkeit bewegt sind (was den Fall verschwindender Relativgeschwindigkeit einschliefen soll).

Spezielles Relativitdtsprinzip

Die physikalischen Vorgénge sind unabhéngig vom Inertialsystem, in welchem sie beobachtet werden.

Wiirde nun die Lichtgeschwindigkeit sich zur Geschwindigkeit der Strahlungsquelle addieren, wire dies noch kon-
sistent mit den Galilei-Transformationen. Die Maxwell-Gleichungen sagen jedoch voraus, dass dies nicht der Falls
ist, sondern sich das Licht mit der Geschwindigkeit ¢ ausbreitet. Einstein und Poincaré erkannten unabhéngig
voneinander, dass dies das grundlegenste Prinzip ist, dessen Anwendung zu den Lorentz-Transformationen (und
damit zur Konsistenz der Maxwell-Gleichungen mit dem Speziellen Relativitétsprinzip) fiihrt.

Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

Die Lichtgeschwindigkeit ist unabhéngig vom Bewegungszustand der Quelle.

Zusammen folgt aus diesen beiden Postulaten (Spezielles Relativitétsprinzip und Konstanz der Lichtgeschwin-
digkeit) die Spezielle Relativitéitstheorie.

Betrachte zwei Inertialsysteme IS und IS’, welche im raumzeitlichen Koordinatenursprung zusammenfallen, d.h.
t' =0,z =0 fiir t = 0 und £ = 0. Von diesem Raumzeit-Ursprungspunkt werde ein Lichtpuls gesendet. Im IS
kommt dieser zur Zeit ¢t im Punkt « an, sofern gilt:

ImiS: 2 —z>=0und in IS”: 2?2 — 2% =0

(t,z) und (¢',x’) bezeichnen den gleichen Raumzeitpunkt in den verschiedene Koordinatensystemen. Obige
Bedingung ist erfiillt, wenn fiir beliebige Punkte (also nicht nur entlang von Lichtstrahlen) gilt:

At? —x? = A7 — x? (7.3)

wobei beide Seiten auch verschieden von Null sein kénnen. [Tatséichlich folgt unter der Annahme von Homoge-
nit#it und Isotropie des Raumes der allgemeinere Fall zwingend aus der Bedingung fiir Lichtstrahlen'].

Wir betrachten nun eine Bewegung entlang der z-Achse mit der Geschwindigkeit v = (07O,v)T. Ein linea-
rer(wegen Homogenitét) Zusammenhang zwischen den Koordinatensystemen ist dann von der Form

!

=z Y=y 2 =a1z+ast t =bit+byz

Mit a2 und by 2 Funktionen von v.
Der Ursprung von IS’ bewegt sich mit der Geschwindigkeit v in IS.

z=vt— 2 =0 <= aqvt + ast =0 = ay = —va;
A2 — 2% = A7 — 2 = A (B3 0327 4 201 botz) — a2 — v2adt? + 2a3vtz
= 2c%t = 2c2b3t + 2¢2b1byz — 20%att + 2a3vz
=0 =0
S 2c%t = 2c2b3t — 2vait o= 2c¢%b1byz + 2a3vz
—22 = 2¢2b32 + 201 byt — 243z + 2a3vt

o= 2¢2b1bot + 2afvt [ f— 2c2b3z — 2032

1 v

— a; = bli; by = —C—2a1

Mit der Definition von v = folgt die Lorentz-Transformation

1
2
Sz
C

Lorentz-Transformation

t’:y(t—c%z); d=qz—t); 2 =a; Y=y (7.4)

1ygl. Borchers, Hegerfeldt, Comm. Math. Phys. 28 (1972), Seite 256
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Bevor wir dieses Resultat im Tensorkalkiil formulieren diskutieren wir kurz die Lorentz-Kontraktion und die
Zeitdilatation.
Lorentz-Kontraktion

Ein Stab der Lénge lp (in seinem Ruhesystem gemessen) befinde sich in Ruhe im IS’ zwischen den Punkten 0
und (0,0,2" = ZO)T. Die Lénge [ in IS wird gemessen, indem zu gleichen Zeiten der Anfangs- und Endpunkt z;
und zo fest gestellt werden (— [ = 29 — 21).

= lop =2 —0="(22 —vt) = v(21 —vt) = (22 — 21) =1l (7.5)

1
= Der Stab wird nun um den Faktor — verkiirzt gemessen, ndmlich mit der Lange.
#l

Langen- bzw. Lorentzkontraktion

= ( 1-— Zz) lo (76)

Zeitdilatation

Wir betrachten eine Uhr, welche in ihrem Ruhesystem die Zeitdilatation ¢y misst. Diese Uhr befinde sich in-
nerhalb von IS’ in Ruhe am Ort ' = 0. IS und IS’ fallen wieder um Raumzeitursprung zusammen. Der Punkt
t' =to, ' = 0 in IS’ entspricht ¢, = (0,0,vt)” in IS, wobei ¢ gegeben ist durch die Transformation .

2

Zeitdilatation
t'—to—'y(tvzyt)—< 1v2>t<:>t_7to (7.7)
C (&

Die Zeit vergeht fiir den ruhenden Beobachter also schneller.

7.2 Kovariante Formulierung

Wir fassen den invarianten Abstand c?t* — x? als Resultat der Auswertung einer Bilinearform(welche zwei Vek-
toren eine reelle Zahl zuordnet) auf. Dazu eliminieren wir den Vierervektor.

Vierervektor

ct

1 0
p_ T | _ (= = 0.1.9
T 2 o mit ¢ =0,1,2,3 (7.8)

3
Zu beachten ist, dass die rdumlichen Koordinaten nun obere Indizes tragen. Wir wollen nun schreiben.

s? = 2t? — x? = al'g, 2" (7.9)

In dem Lorentz-Tensor-Kalkiil, welches wir nun entwickeln, werden obere mit unteren Indizes gemé&fl der

3
. . . . . v _ y
Einstein-Konvention kontrahiert, also hier: z*g,,z" = E g’

p,v=0
Das Resultat fiir g, ist der Metrische Tensor.
Metrischer Tensor
1 0 0 0
0 -1 0 0
9w=10 0 -1 o (7.10)
0 0 0o -1
Wir definieren das Skalarprodukt
z-y = gy’ ="y’ —xy (7.11)

Da x - = beliebige Werte annehmen kann (nicht nur > 0 sofern z # 0) handelt es sich eigentliche um eine

Pseudometrik. Den so definierte pseudometrischen Raum bezeichnen wir als Minkowski- Raum.
Fiir die Lorentz-Transformation machen wir den Ansatz

't = A" 2

(7.12)
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und verlangen, dass = -y = «’ - 4/ invariant ist.

= 2" guy” =N 2" 9pe N7 9" = g = AN 900 A7, 7.13
— g=A"gA (als Matrixindentitit) (7.14)
Nehmen wir an, die Relativbewegung erfolge in z!'-Richtung
cosh¢ —sinh¢ 0 O
T e sinh¢ cosh¢p 0 O
- 0 0 10
0 0 0 1
was wir verifizieren:
cosh¢ —sinhe) /1 0 coshg —sinh¢) [ cosh¢ sinh ¢ cosh¢ —sinhg)
—sinh¢ cosh¢ 0 —1)\—sinh¢ cosh¢ |/ \—sinh¢ —cosh¢p/ \—sinh¢ coshop |
_ (cosh ¢* — sinh ¢ 0 (1 0
- 0 —cosh¢? +sinh¢?) ~ \0 —1
Andererseits ist
ct' yet — Bz v =B 0 0\ [ect
2| | va—Bet B8 4 0 0f (2!
e z? | o 0 1 0f]a?
z'? z? 0 0 0 1) \a*
oz’
Wir bemerken, dass A¥, = die Jacobi-Matrix der Koordinatentransformation ist. Aufgrund der Li-

v
nearitdt der Transformation ist A¥, konstant, so dass die Homogenitéit der Raumzeit unter den Lorentz-
Transformationen manifest bleibt.

Kontravariante Vektoren

Kontravariante Vektoren transformieren beim Wechsel des Koordinatensystems mit dieser Jacobi-Matrix:

Kontravariante Transformation

o't = v’ = A" Y (7.15)

Diese Vektoren tragen eine oberen Index, z.B. z*. Ein anderes Beispiel ist die Vierergeschwindigkeit u*.

Vierergeschwindigkeit
Dazu betrachten wir eine Bahnkurve z#(\). Im momentanen Ruhesystem vergeht das Zeitintervall

2
dz dxd)\Q _dz dz (dT) D2 — dz dz

d-de =cfdr? = =% i &S a2

dx dx T dr dr T dr dr

Eine mitbewegte Uhr zeigt damit die Figenzeit an.

Eigenzeit
1 1 [dx dz

Wir definieren Ao de d
xh r dx 9

Y — Nl
3 o w U= o =c¢ (7.17)

ut =

d
Mit v = £ folgt dann die Vierergeschwindigkeit.

Vierergeschwindigkeit
u_da:_dtda:_dtv .
T dr drdt  dr w_ (v
o 420 et == () 1)
dr dr
u? = = (u°)?) l—v—2 _(uo)zi;}uo_ ¢, u=9v (7.19)
== 7= ~ =7c, u=7 :

Dies fiithrt zur Definition eines weiteren kontravarianten Vektors.
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Viererimpuls
Viererimpuls
oy (v
p =mvy =mv + O(n) =

[ol*

0
:>p“:mu“:(p>:>p~p5p2=m262 (720)
0 _ _1 2 } 2 2 p
p=mey = — |me +2mv + O(n?) 04

cp® ist die Energie, wobei der Beitrag mc® als Ruheenergie und der Rest als kinetische Energie identifiziert
werden kann.

Eingehender wird dies gerechtfertigt, wenn wir die Bewegung eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen
Feld betrachten.

Kovariante Vektoren

Kovariante Vektoren tragen einen unteren Index.

Kovariante Vektoren
Uy = GV’ (7.21)

Die inverse Matrix zu g,, hat die gleiche Form wie g,, und wird mit ¢"* bezeichnet: ¢"”g,, = 6. Diese

beiden Matrizen ermdoglichen aus das ,Heben® und ,,Senken“ von Indizes — V* = g""V,,.
Kovariante Vektoren transformieren dann wie folgt:

V,i = g"V'P = g, N V7 = g,,A° ,g°“V, = Vw(A_l)“H (7.22)
Dabei indentifizieren wir die inverse Lorentz-Transformation mit:
Inverse Lorentz-Transformation
v —1\v _ —1\T7 v
A=A, =1AT)7], (7.23)
Dies ist gerechtfertigt, wegen:
VWH = VW = V,(A~1)? A W = 0,60W7 = V,W°
Das Transformationsverhalten kovarianter Vektoren sieht dann wie folgt aus:
Transformation kovarianter Vektoren
Vi=A,"V, =[(AHT],"V, (7.24)
Die Ableitung nach einem kovarianten Vektor ist jedoch kontravariant:
0 0 0 =z, (A7Y) oal A" =z 9
e U (7.25)
Oz, Oz}, Oz, Oz,
Umgekehrtes gilt fiir kontravariante Vektoren, so dass wir kurz schreiben:
Kovariante und kontravariante Ableitung
0 0
O — d 9, = —— 7.26
ox,, SO = (7.26)
Tensoren hoherer Stufe sind dann ebenso durch ihr Transformationsverhalten charakterisiert:
Transformation héherstufiger Tensoren
Tk = A, e A (AT (AT T gt (7.27)
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7.3 Lorentz-Gruppe

Offenbar erfiillen auch Boosts in z- und y-Richtung die Gleichung ¢ = AT gA und erhalten so das Skalarprodukt.

Gleiches gilt fiir Drehungen A = <i 2{) mit R einer 3 x 3-Matrix und RTR = I. Erfiillen A und A’ die

Gleichung, dann gilt das auch fiir deren Verkniipfung A” = A’A:
AT = ATATAA = ATgA = g (7.28)

Wir bezeichnen alle Transformationen, welche g = AT gA erfiillen, als Lorentztransformation(also sowohl Boosts,
Drehungen als auch Kombinationen aus diesen).
Die Gruppenaxiome sind erfiillt:

e A, A’ sind Lorentztransformationen = A’, A ist die Lorentztransformation wie oben gezeigt.
e I, ist eine Lorentztransformation (neutrales Element)
e JInverses: A~ = A # = ATH

Die Lorentztransformationen werden durch 6 Parameter beschrieben (drei Boosts und drei Drehungen). Fiigt
man als Verallgemeinerung Translationen hinzu, z/* = A* z” +  a"

. Translation
dann erhélt man die Zehnparametrige Poincaré-Gruppe.

Die Lorentzgruppe zerfallt in vier Komponenten, die nicht kontinuierlich zusammenhéngen, sondern iiber Raum-
spiegelung(Paritiit) und Zeitumkehr verkniipft. (AT gA = g = detA = £1)

(kontinuierich mit der Identitét verkniipft)

eigentliche orthochrone LT Raumspiegelung LT mit
detA =1 > det A = —1
A0y >1 1 APy >1
-1
P= 1
-1
Zeitumkehr
-1 T
1
T= 1
1
A, A,
LT mit P LT mit
det A = -1 detA =1
Ay <1 A%< -1

7.4 Relativistische Stof3e

Es gilt Viererimpulserhaltung/Energieimpulserhaltung:

P1+ D2+ oo A P =1+ D5+ D), (7.29)

Vor dem Stof} Nach dem Stof

Bei einem elastischen Stofl behalten die beteiligten Objekte ihre Identitéit (charakterisiert durch Ruhemasse,
elektrische und andere Ladungen).
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Elastischer Zweikorperstof

Im Schwertpunktsystem (CMS) gilt:
p1+p2=0=p] +py (7.30)

Die Vektoren liegen in einer Ebene, und er Vorgang hingt nur vom Winkel § ab. Wéhle 0.B.d.A. « — z-Ebene
mit py | ez

El/C EQ/C
0 0
=\ o |+ Pi=| o | FEra=ymix+p* (7.31)
p —-p
Nach dem Stof8 (nutze Viererimpulserhaltung aus):
E}/c E}/c
/ /
PP = P cgs& - P 8089 . B, = /mch“ 1 p2e2 (7.32)
p’ cos B —p’ cos
Energieerhaltung (Nullkomponente der Viererimpulse)
E, +Ey, = E{ + E, (7.33)
(1.31) mit (1.32) = E? — E2 = (m? —m3)c* = E? — B} (7.34)

(133) und (134) — (El—Eg)(E1+E2) = (Ei—Eé)(Ei+Eé) — F1—Fy = Ei—Eé — F = Ei, Ey = Eé, p= p/

— Im CMS bleibt beim Elastischen Stofl die Energie (und damit der Betrag des Dreierimpuls) der einzelnen
Objekte erhalten.
Die Groflen im Laborsystem erhélt man durch Lorentz-Transformation.

Inelastische Stof

Es findet eine Umwandlung der stofenden Objekte statt: einzelne Ruhemassen und die Gesamtzahl der Teilchen
konnen sich vor und nach dem Stofl voneinander unterscheiden.

Beispiel: Erzeugung schwerer Teilchen

Ein Teilchen der Masse m und Energie E stofle auf ein ruhendes Teilchen gleicher Masse, wobei beide sich
vernichten und ein neues Teilchen mit Masse M produzieren. Wie grof ist M7

1 1
Impulserhaltung: p’ = p; + p2 = p2, (p2 = 0) Energieerhaltung: pj = - M2t + p2c2 = pl + p) = E(E +mc?)

E27 2.4
mit E m204+p202<:)p’2:pf:#ﬁ\/M204—|—E2—m204=E+m02©M264=2m264+2Emc2
E

02
V2mE
M=m 2(1+ m

2
mc E>mc2relativistisch C

— Masse der produzierbaren Teichen o VE.

E
Stattdessen: Lasse nun die Teilchen mit gleichen Energien 5 kollidieren. = p’ = p; + p2 = 0.

1 1
1 E ) ) Mc — —
p? = M? 2:(p1+p2)2:—2E2:>M:—2 * : Viererimpulse: p’ = ( 0 ), p1 = 2cE , P2 = 2cE
~~ N——— C & P1 —p1

* *
Die maximale Masse der produzierbaren Teilchen wichst nun proportional zu E. Giinstiger, da der Endzustand
keine kinetische Energie tragt.
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7.5 Kovariante Maxwellgleichungen

Viererstrom

Betrachte Ladungsmenge dq (Lorentz-Skalar) in einem kleinen Volumenelement dV unter Lorentz-Transformation:
dg=pdV =dq =p dV’ (7.35)

= Da wegen Lingenkontraktion i.A. dV # dV’ ist, gilt auch p # p’. = p ist kein Lorentz-Skalar.
Angenommen, das Ladungselement bewegt sich entlang «(t). Dann gilt:

da*
dgdz" = pdV dat = pdV dt -
N—— dt

Vierervektor

1
dV dt = = d*z ist ein Lorentz-Skalar, da d*z’ = |detA| d*z = d*z
c

— Die Viererstromdichte

dat
gt = p% = (;Z) = (ij> ist ein Vierervektor (7.36)
Ladungserhaltung:
8P 3 Vzeitunabhéngig d 3 Gauf’scher Satz 3
adx = T pd’z=— pv -da = - V- (pv) &’z (7.37)
v \4 av v
mit V beliebig
Kovariante Kontinuitéitsgleichung
0 0 . )
:>8ii+v.(m,):67§+v.920@a”jﬂzo (7.38)

Aus dem Coulomb-Cesetz hatten wir das Gau’sche Gesetz hergeleitet: V - E = 47p bzw. V2¢ = —4mp.
Diese Gleichungen sind nicht kovariant, da p kein Lorentzskalar ist, sondern Nullkomponente eine Vierervektors,
1
némlich —j5#(x,1).
c
Entsprechend machen wir den Ansatz, ¢ zu einem Vierervektor zu ergiinzen: ¢ — A" = (¢, A). Das Gaufi’sche
Gesetz wird damit zu

4
V2 = —drp = D" A" = —%j” (7.39)

Zu bestimmten ist dann: D als ein Ableitungsoperator und Tensor 2. Stufe(damit die Gleichung forminvariant
ist).
Allgemeiner Ansatz:

D" = a(0%)6" ,0* + b(9*)9"9, mit Polynomen a, b
0= —4% L Jt = 0,D" AY = a(90*)0%0, A" + b(0*)9%9, AY = a(9*) = —b(9?)

Kontinuitédtsgleichung

0
Fiir statische Ladungsverteilungen (—> A=0,35=0, En — 0) muss sich wieder das Gaufy’sche Gesetzt er-

geben:

dmp= D o = [a<—v2><—v2> a(-vr L } 6= a(— V) (~V*)p = alz) = —1
7
47

= DI, = —§" 02 + 91D, => O*AF — 0M0, A = 9, (0" A" — P AV) = — jt
C
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Definition:

Elektromagnetischer Feldstirketensor

FrY = gAY — 0¥ A¥  Antisymmetrischer Tensor 2. Stufe (7.40)

Dualer Feldstirketensor

~ 1
Fr = is“mﬁFag total antisymmetrisch mit %23 =1 (7.41)
antisymm. symm. in po
=~ ~ 1
Allgemein gilt auch: S  A,5 =0 — 9,F" = 3 ghvab Ou( 0aAg — O0pAs ) = 0. Ins-
symm. antisymm. in allen symm. in pfg

gesamt ergibt sich somit die manifest kovariante Form der Maxwell-Gleichungen.

Kovariante Maxwell-Gleichungen

47

O, F = — " D F"M =0 (7.42)

Priife nach, dass dies tatsichlich die Maxwell-Gleichungen liefert. Identifiziere dazu die Komponenten von F#":

0 —-EB' —-E* -E°
E' 0 -B* B? 10A
E2 33 0 —Bl <:>E——V Cat B—VXA
E? —-B?> B! 0
0 -B' -B? -B3
~ B* 0 E* -—FE?
Hy
— V=g g g g

B E* —E' 0

P =

Geht vor aus F* mit E+~—— B und B +— —F

Beachte: E und B sind keine Lorentz- Vektoren, sondern Komponenten von F#¥.
Die Maxwell-Gleichungen erhalten wir aus den 0 und ¢ Komponenten der kovarianten Gleichungen:

w=0: V-E=4mp

47
O, F"H = — 4+ 1
T i wxpo19E 4, (7.43)
c Ot c
- u=0: V-B=
2 1oB A4
0 0= ,uzi:VxE-i-E%:o (7.44)

Transformation der elektromagnetischen Felder unter Lorentz-Boosts

IS’ bewege sich mit v relativ zu IS (8 = v/c):

g -y P
A= (AF, = o vivi | vz [P 000 (7.45)
—yB7 8+ (y— 1) —; 0 0 1 0
v 0 0 0 1
Viererpotential
¢ =(¢—B4))
AP = AH VAV — AU’}/(A” — ﬁ(b)
I, L bezeichnen die Komponenten parallel und senkrecht zu v. D.h fiir einen beliebigen Vektor w:
v w v
wy = W% “w. :w—wum
0

Fiir Boosts in 2-Richtung: 4 = A', A, = | A
A3
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Elektrisches und magnetisches Feld

F'mv = A" A 3P bzw. als Matrix

v By 0 0 01 —FE! —Ez —15;3 vy =By 0 0
;o r_|=By v 0 O0]|FE 0O -B°> B By v 0 0] _
F*AFA*O 0o 1 o0||E*> B 0 0 0 0o 1 0]
0 0 0 1 E® —-B?> B! 0 0 0 0 1
0 -E! —(E* = BB®) —v(E® + 8B?)
_ E! 0 —y(B* - BE®)  y(B®+ BE®)
~ | (B> - BB%)  4(B®-BE?) 0 -B!
v(E® 4+ BB?) —~(B? + BE?®) B! 0
B! 0
E,=FE, E,=~(E,+8xB) v
I Il 1L =& o 2| _ | _p3
|=By Bi=~(B.-pxE) |"*P" 8 - gg B 332

Man beachte, dass sich E, B nicht wie die rdumlichen Komponenten eines Vierervektors transformieren. Viel-
mehr bleiben hier die ||-Komponenten unverédndert. Gleichzeitig transformiert ein Boost E und B ineinander.

Eichtransformationen

A A = A+ Vy
L LOx AR A = AP 9y (7.46)

Da partielle Ableitungen vertauschen, bleiben F** und F** und damit die physikalischen Felder unveréndert.

7.6 Punktmasse im Feld

Die relativistische Verallgemeinerung des Newton’schen Gesetztes ist:

dut  dp#
md—”T - m% = F" (7.47)

Zur Konstruktion der Viererkraft benutzen wir den Lagrange-Formalismus. Wir suchen dafiir zunéchst die
Wirkung fiir ein kréftefreies Punktteilchen:

to l 62
S = /L(r,'u,t) / (zH,
ty

Hierbei ist 7 die Eigenzeit. Weiterhin muss S ein Lorentz-Skalar sein, da die Wirkung unabhéngig vom jeweiligen

ut) (7.48)

L
Inertialsystem sein muss. Somit muss aber auch L' = —— ein Lorentz-Skalar sein.
-7
c
Fiir ein freies Teilchen kénnen wir diesen aus den Koordinaten z* und der Geschwindigkeit u* bilden. Aufgrund
der Homogenitéit der Raumzeit kénnen wir eine Abhingigkeit von x* jedoch ausschliefSen. Andererseits ist

uyut = ¢ konstant.

T2 t tz
1
=L =a=const. = S=a [ dr=a(n-7)= 1——dt = 04—721;24—... dt
vl 2 c2

1 falls 7<<1 ty
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Die Konstante « ist irrelevant fiir die Bewegungsgleichungen. Wir wihlen sie o = mc?, so dass Kongruenz mit

dem nichtrelativistischen Grenzfall L = Ty, = imv2 besteht.

02

L=- 1 — — (Lagrange-Funktion des kréftefreien Massenpunktes)
c
d oL oL d
To5  Dal e O % =0 (Euler-Lagrange-Gleichung)
1— —
2
—_———
rauml. Komp. Viererimpuls
d d
— v = const. und auch —p° = £ _me
dt dt 2
2

dpt
Wir haben als di = 0 hergeleitet, allerdings mit Bezug auf nicht kovariante Gréfien wie ¢ und v.
T

Fiir eine kovarianten Herleitung variieren wir Weltlinien zwischen festen Raumpunktzeiten.

B B
S = fmcz/ dr = fmc/ ds mit ds=+/dz,dz*
TA A

Variation des Wegelements:

Iz _
5(ds) = 6(/dz,dar) = 2, 0(da?) _ Aoy g 5pmy dozedr B g5y
Vdz,dzr ds c
B

B TB B
S = —mc/5 (ds) = —m/uu d(dz") = —m/u#i(&v“) dr 2 m/dﬂéac“ dr =0
dr dr
A A TA

TA
du, dp,

Mit §z* beliebig =— m—= =
dr dr

= 0 (Viererimpulserhaltung)

Durch die partielle Integration mit festen Randpunkten dz’; = 0z = 0 verschwinden die Randterme. Zur
Ankopplung ans elektromagnetische Feld miissen wir einen Skalar aus u, und A" formieren. Der einzige Term
linear in diesen beiden ist u,A".

Wir verfolgen den Ansatz:

B B
S = /(—mc2 — gA#(x)u“) dr = /(—mc ds — gA#(ac) dz*)
c c
TA A
Variation:
B B oA,
55:/(muﬂ d(6zt) — (54, (z)) dz” —7A ) dozi) 2 /muﬂ (0ar) — 194D 5w g Lsn dA, () =
c c Ozt c NI
A A _aAMd )
o
TB
B du, ¢ (0AL(x) OAu(x) y po L dpt  dut ¢ 0AY QAW
/[m dr C( dxtt Ox¥ Euf" ort dr=0= ar ~ ar T Oxy Oz
TA u”

—Fuv
dr

Kovariante Newton’sche Bewegungsgleichung

dp* _ gF“”u
dr c v

(7.50)




102 KAPITEL 7. SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

Réumliche Komponenten:

7& (WUZ):%(uOFlo—&—quij):%v (cE’—vJF”) mit F”:—E”kBk:>v3F”:—(v><B)i
~— i
dt
dr=—
Y
d 1
:p:q<E+va> mit p = ymw
dt c

zeitliche Komponenten:

dp® 1dE ¢ 00 0 q - - dE
L2 Ly R F) = L pi)(—B) = = = qu- E bzw. dE = ¢E - d
ar ~ et c (uo o ) 07( v ) dt v o ¢ v
dp* : o , Jdut 1 d .
Anmerkung: — = F*(Viererkraft) impliziert u, F"* = 0, denn u, F* = mu' =-m— (uuu") =0
dr dr 2 dr <L —
=c2=const.
Es sind also nur die drei Kraftkomponenten unabhingig. Im momentanen Ruhesystem (u, = (1,7 0)) gilt

FO=o.

Die Maxwell-Gleichungen selbst kénnen auch aus einem Wirkungsprinzip hergeleitet werden. Statt mit endlich
vielen Freiheitsgraden fiir die Bahn treten dabei unendliche viele (Felder in jedem Punkt der Raumzeit) auf.
Dies wird in Vorlesungen zur Quantenfeldtheorie eingehend behandelt.

7.7 Beschleunigte Punktladungen

Die mittels der retardierten Green’schen Funktion ausgedriickten Ergebnisse fiir die Eichpotentiale in Lorentz-
Eichung zeitliche verénderlicher Ladungsverteilungen lassen sich nun zusammenfassen als:

Al (x,t) = %//// M § (t -t - |mcx/|) dt d*z’ (7.51)

Punktteilchen mit Ladung e:

— j" = ecfr63 (x — (1))

mit p* = Beachte: weder " noch §*(x — r) sind ein Lorentz-Vektor bzw. Lorentz-Skalar. Jedoch ist deren

(5

Kombination j* ein Lorentz-Vektor.

At (z,t) = e/,@“(t’)m 5 (t—t’ — W) dt’

i _ ’_M I (w—r(t/)) @T(t/)__ » . mi =x—17r(t); A—E' =
dt,(t t y )- i = T RO it R=a— () R= o R=|R

Lienard-Wichert Potentiale

A = . L gu R (7.52)

Zur Berechnung von E- und B-Feld gehen wir von der Integralform bezgl. dt’ von A* aus und bilden den
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Gradienten bzw. die Rotation. Dazu berechnen wir

B Y (x? —2r - +1?) diwju;=20;50;=2x; T — T(1) _ Of(R) 4
VR=Vie-rt)= ——_—& I T F(R) = =55~
ot = o — ()] = XL L0 g ‘T@” o8 = 2B gy

Ve/lw_lr(t)6<tt’ ‘mf ) /ﬁ |$_”, (t’m;(t)'> dt’ =
:e/<]§25(t—t—R>+;<R—ﬁit)> 6’<t—t’—]:>> dt/
Bt~ @ e [ 205 (o) g

:e/<—RXR€( )5<t—t’—lj)—RxR€(t,)6’<t—t’—]:)> dt’

= E(z,t) =

e ( Rt) d 1 R(t) - ﬁ(t’))

1= R@) pw) \ () " & 1-R@)-pw) R )|, R
c
_ e Bt) x R(t) 1 B(t') x R(t')
B(wﬂf) - 1_ R(t’) -B(t) < R2(t") + dt’ 1 — R(t’) -B(t) cR(t") )‘ B R
c
dR = —cBdt; dR = |R — ¢Bdt| — |R| = —%R - Bdt + O(dt?)
5 R__cﬁdt c,@-Rdt_EAA. alB D _Cn .
dR = dE = 7 + R TR R(R(R B)—B(R-R))dt = RR x (R x B)dt
dR 15 o - dR .
—a :ERX (R-R),ﬁ =—-R-[3
Damit fithren wir die Zeitableitungen durch, welche explizit auf R wirken
B e Rt) d 1 Blt) | Ad 1 1
— B Ry ) (R?(t') 1= Ry ) RE) A8 TR - B0 eRE)

1 e e R(t') e B)
1-R(t)-B(t) R2(t’) W) 1-R(t)-B(t) (1—R(t’)-ﬁ(t’) RA(t') 11— R(t)-B(t) R (t')

=R(R-B8)-B

d e B(t) d e 1 ) ,_, R
@ 1 — R(t’) '5(15,) cR(t’) + R( )dt’ R(t’) ~,6'(t’) R(t’)) ( wiederum t' =+¢ C)

_ € D B(t/) D i 1 /6(tl) _

B@j*‘l—Rwyﬂw><1“”xzﬁw> B G T ) B eR®)
1 (1! (1! / / ’ 1
TRt (R(t) x (R(t ) X é(t ) x B(t") xB(t >1R(t’),6(t/))
—RxB(RB)
- ! BE) gy« 4 L AY) ) — R() x E(z,1t)

= e O e e PO RO T Ry g
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Wir konnen als B relativ leicht aus bekanntem E bestimmen und rechnen mit E weiter. Dazu benotigen wir
folgende Ableitungen

d .
&,B(t):ﬁ
=R(R-B)-B
1. o 1 .
~BR- 2B (Rx(RxP) |R-R-B1-R-B) )
1d o B _Eﬁ-RR—BN—Rﬂ
cdt1— Rt Bt R(E) (1- R B)2R? T (1-R B)e2R?
1. 1.
e 1L R 1 B p oo R o PER P
E(w’t)_1—fz.5 1-Rk.-gR 1—R~BRZ+(R B>(1—R~ﬁ)2R2+(R ﬁ)(l—R-ﬁ)QRQ (1-R-B)R
1. 1. .
; _B. . .3 32 . -B-R -B(1-R-B)
CRA| 0-RpRRE (1-R-p)R2 (1-R-p?R (1-R-P?R
_ e p gy ¢ p R ]
~ TR A B) R R (R0 <A
Geschwindigkeitsfeld Beschleunigungsfeld

Die rechte Seite ist wieder fiir t' =¢ —

auszuwerten. Wir haben auch benutzt, dass

R(t)

Rx[R-B)xB=(R-B)(R-B)-B1-R B)

Das Geschwindigkeitsfest kann alternativ auch durch einen Boost des elektrostatischen Coulombfeldes bestimmt
werden.
Das Beschleunigungsfeld fiihrt zur Abstrahlung von Leistung. Wir betrachten dazu den Pointing-Vektor

- - : - S (RE% - B = S RE?
S—4WE><B 471_E><(}2><E) 47T(RE E(E-R)) 47TRE
=0
2 » >3 21\ 2
£=R2S-R:£R2E2:L(RX[(R ﬁzxﬂ])
dQ 4m 4re (1- 8- R)S

Im relativistischen Grenzfall |3| < 1 vereinfacht sich die Winkelabhéingigkeit deutlich:
dpP e? e? . e?

2.2 2 2
10 47rc(R x [Rx 3])? = R,@ sin” 0 = 1Y sin 0 (7.53)
mit 8 dem Winkel zwischen der Beschleunigung und Strahlungsrichtung.
2 h 2 2 e? dp d
_ & 9 2 € o2 = e p dp
P= 1o ? 277/(1 —cos“ ) dcosf = 33V T 32 (dt . dt) (7.54)

-1
Anstatt ein kompliziertes Winkelintegral durchzufiihren, wollen wir aus diesem Ausdruck auf die relativistische

d
Verallgemeinerung schlieBen. Zur Verfiigung stehen die Vierervektoren p,, und % Andere kénnen nicht vor-
T

d
kommen, da in der relativistischen Form fiir £ hochstens erste Zeitableitungen auftreten. Insgesamt sollte die

dp d d dp*
Antwort d—p L CP sein. Weiterhin ist p> = m? und 0 = d—p2 = 2p, - di’ d.h. der Proportionalitédtsfaktor
T

T dr
kann nur konstant und nicht eine Funktion von p™* oder Ableitungen davon sein.

_ 2. dp dp d.,_ fey).d__ 1(=28:8 _ ;.
P=- 3m2c3dr dr d 7dt7 p“—m(C%@>, EW ( ﬁ2)3/2 =7'B-8
e 8- 8 ) =t 6.8 )
@ ”mc( 36-88++8) " \B-BB+(1-68
dp,, dp" 8 —Q(ﬂQ B ﬁ2ﬁ2)> _

P — e (6021~ 8) 21 = BB B - (1 FP°) = i (BB +
= ' (~@BB- B + B7)  mit (B x B) = iguBsBrcim Bl = (Oii0m — OimOut) B3PS = BB — (B B)*
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p= [52 (8 x B)? (Lienard 1898) (7.55)

Dieser Strahlungsverlust tritt z.B. in Form von Roéntgenstrahlung bei in Materie gebremsten Elektronen auf.

AuBlerdem ist der von wesentlicher Bedeutung fiir Teilchenbeschleuniger. Fiir eine bestimmte Beschleunigungs-
dp* 1

kraft — ist die Strahlungsleistung oc — - gewiinschte sowie unerwiinschte Effekte sind damit fiir Elektronen
m?

sehr v1el grofer als fiir Protonen.

Linearbeschleuniger

= Somep = me (v(8- £)B+6)

BlIB & dt =7

2
— ‘if‘ = ety (B20% + (1= B3 4+ 2(1 — §2) 3267 ) = mPc?y°3?

Wobei wir benutzen

d d
P —p?=m? = d(p*® — )—O:>2pd —2p—pdt—0
dj_cdp Llpl|dp| _ 1v dp
de ~ dz ~ Bp0 |dt
Relativer Strahlungsverlust:
2
e
P 2 1dE 2,2 dE
_ - 7.56
de T 2m23 v dr f:i 3me? do (7.56)
dt
e? 0,511-10°%V oy MeV

Dabei ist —5 = 2,82 - 107 Bem und me? = 0,511 - 10%V = 582 10 %m -
Daran sehen wir die notige Feldstéirke fiir Strahlungsverluste von der Ordnung eins. Die grofiten technischen

realisierbaren Felder sind von der Ordnung 10> ——, so dass die Verluste vernachlissigbar sind.
m

Kreisbeschleuniger

Die Teilchen befinden sich auf einer Kreisbahn, wobei die Energieinderung pro Umlauf klein sein soll.

dp 1dFE 2 €2 dp dp 2 e? 2¢e%c
'dT‘ =qwlp| >> ——; P= Vwlp? = 5B (7.57)

cdr’ T 3m23dr dr | 3m2c 3 p?

mit dem Bahnradius w = %; |p| = meyp.
—> Energieverlust pro Umlauf:
2
AE="P=——p3344 (7.58)

Fiir Elektronen mit S ~ 1:

(E[GeV])*
plkm]
Der Beschleuniger LEP hatte p =~ 4,3km und F ~ 100GeV, d.h. er kollidierte Elektronen und Positronen
mit jeweils dieser Energie. Der Energieverlust pro Umlauf betrug etwa 2%. Das Verhalten o< E* macht es

problematisch mit Kreisbeschleunigern wesentlich hchere Elektronenenergien zu erreichen.

AE[GeV] = 8,85- 1078 (7.59)

Winkelverteilung der Strahlung beschleunigter Ladungen
Nichtrelativistisch ergibt sich ein sin? #-Verhalten:

dpP 2
5= #1}2 sin® 6 (7.60)
z.B. oszillierende Ladung (reiner Dipol)
. 1
T =xTocoswt; p= e/a:§(m — g coswt) A3z = exgcoswt; ¥ = —xow? coswt = ——w?p(t)
e
dpP w? .
@ dea? 070
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Dies stimmt nach zeitlicher Mittelung iiberein mit der Dipolstrahlung.

R(t) drR -
und = —-R-3,

Im realtivistischen Fall ist |3] nicht mehr klein. Wir benutzen die Beziehungen t' =t —

dt R(t
um damit zu berechnen — =1+ (*)

1-R-3.
Fiir die Winkelverteilung der Abstrahlung ist es sinnvoll diese auf ein Intervall dt’ anstatt von d¢ zu beziehen,
so dass "mitbewegete” Beitrage ausgeschlossen werden. Damit erhalten wir

AP _dPdt _ ¢ (Rx[(R-p)x f))’

= = — = .61
dQ T AQd " dme (1-B- Ry (7.61)

Fiir 8 || B wird dies zu

dP’  €* ., sin?@

— = 03— 7.62

dQ 471'0'6 (1 — Bcosh)d (7.62)
Ist nun ,BJ_,B, ergibt sich eine kompliziertere Winkelabhéngigkeit, der Nennerterm fithrt aber weiterhin zu einer
Bevorzugung der Vorwiértsrichtung.

. sin @ cos ¢ A A _ A A _ ) A A )
R=|sinfsing |; Rx[R-B)xfA=(R-B)(R-B)-B(1-R-B)(Rx[R-p)xM])*=
cos 6
=°(1-R-B)*-201—-R-B)(R-B)B-R+ (R—B)’ (R-B)° = (1-R-B)° - (1-F°)(R-B)* =
————
=1-2RpB+42
. . 1 dP" % . 1 sin? 0 cos? 0
— B2(1 — . 2 H2 & a2 2 _ & 52 _
FU-R-B) =5 ~? sin” 0 cos™ 0 = dQ 47rcﬁ (1 - PBcosh)3 ( ~¥2(1 —60050)2>
Fiir die Gesamtstrahlungsleistung bei Beschleunigung senkrecht zur Bahn gilt:
2¢? . 2¢? 2e? .
=5 8 B x BP0 - ) =
dp d B 2e2 dp
i dt’ymv—ym'v—kv mv-v=ymv—=— P = 3m2037’dt‘

Im Vergleich zur Strahlung bei der Linearbeschleunigung tritt hier im relativistischen Regime ein zusétzlicher
Verstirkungsfaktor 72 auf.

Spektrum
Wir schreiben fiir die Leistung pro Winkelelement
dpP c c C dpP -
— =|A(t)*| mit A(t) =,/—RE (vgl. S= —ExB=—RE* — — = RS- :
19 |A(t)?] mit A(t) 47TR (vgl. S yym X 47rR —>dQ R°S-R) (7.63)
Fiir die Energie:
= / ADP dt: Aw) = / A(l) = A(t) = / e ®
T
o0 o0 [o ] ‘ ) d d o0 d , d
& / / /A*(w’)~A(w)e1(“’“) e / /A* A(w)2rd(w —w') &2 S
21 27 2T 2w
d Tdl(w) d dI(w)
_ ,42“’:“’i"”:A2A—2=A2
/| [t oe mit G = AW + AP | = AW)
0
entsprechend Parseval-Plancherel
dt . R(t) " e . .
Hierbei haben wir benutzt, dass @1 + =1— R 3 gilt.Mit dem elektrischen Beschleunigungsfeld folgt:
c
oo
—\/ez/eiwt {GRX[(R ﬁ)xﬁ']} dt =
47TC,OO (1 -R- B)? t'=t—R(t')/c

t

:¢;lféwmmww[u_gfwﬁxué_mxaﬂ ar



7.7. BESCHLEUNIGTE PUNKTLADUNGEN 107

Wir wéhlen die Koordinaten nun so, dass die Bahn des Teilchen in der Nidhe des Koordinatenursprungs ist

(oo}
2 R
Rit)=|z —r(t)| ~z— R r(t') = Aw) =/ — [ e«(t'-Rr(t)/c) [?Rx R—B) x4 dt’
(1) = & — (1) ==\ | T N AALGREL
Dabei haben wir den Phasenfaktor /¢ fallen gelassen.
o 2
df 62 iw(tffi'r‘(t)/c) € > > 5
0] ¢ TR x (B8 <]
oo

Im groflem Abstand zur Punktladung gilt:

dR| ¢ |5 A : dRx(RxB) RxRBRxp)(1-R-B)+Rx(RxP)R-B
@_ERX(RXB)‘<<M:>E 1-R-8 (1-R-B)? -
[R(R'B)—B} (1—R'5)+[R(R'ﬁ)—5 (R-B) RMR-P)-B+BR-B)-BR-B)
N (1-R-B)? - (1-R-B)? -
_Rx(Rxf)-Rx(3x)
(1-R.-B)?

Der entsprechende Faktor im Integranden ist als eine totale Ableitung. Partielle Integration liefert dann (wie-

derum werden Beitrage o R vernachléssigt):
2

/ GW—RT0/) R (R x ) dt (7.64)

(oo}

dl e*w?
dQ ~ 2re

Ein Detektor wird fiir ein ultrarelativistisches Teilchen einen Lichtpuls in Richtung von dessen Bewegung wahr-
nehmen. Wihrend dieser kurzen Dauer kénnen wir die Bewegung als Element einer Kreisbahn mit Radius p (=

lokaler Kriimmungsradius der Bahn)und Frequenz wy = < beschreiben. Auflerdem kénnen wir eine Naherung
in kleinen Winkeln um die Bewegungsrichtung vornehmen. Wir fithren dazu folgende Koordinaten ein:
Die Bahn liege dabei in der x — y-Ebene. Integrieren wir iiber ein hinreichend langes Bahnelement, kénnen

wir 0.B.d.A. R in die # — z-Ebene legen. Der Wesentliche Anteil der Strahlung tritt fiir kleine Winkel 6 zwi-
schen Bahn und Beobachter auf. Fiir die Polarisation benutzen wir die Vektoren e (entlang der y-Achse in der

Kreisbahnebene) und e = R x e|| (senkrecht zu e und R, also nahe der z-Achse fiir kleine 0).

vt .ot
A cosf cos N 0 —siné sin o
R= 0 ;. B=0 sin vt | e=[1]; erL= 0 ;port)=p sin vt 0 ist in der Skizze negativ
sin 0 p 0 cos p
0 0
vt vt
cos f cos — — cos —
p
. . A Coot . vt . t
Rx(RxB)=R(R-B)—8=0 —sin — = ﬁ[—e|smv—|—eLsmﬂcosU}—|—o(92)
1% cos ~1; sin? 6~0 p P
. vt
sin 0 cos —

)
p . ot p (vt V33 62 6% 33
w (t - sin 5 cosG) w <t ; (p 30,7 5 wl(t(l—p)+pt 5+ 6ep?

Wir benutzen noch 8 ~ 1 und schreiben

1 1-p8 (1-B0+8) _ R-rit)\
W_ 5 = 5 ~15:>w<tc )—

| €
R
7/~
EM‘H
+
>
N——
~
+
w|Q,
|
N~

Insgesamt zerlegen wir
dI  e*W?

de = %| — eHAH(w) + ELAL(W)|2
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c w 1 3 T w 1 At
A = - t i— — 4+ )t+ — dt; A =40 i— —+ 0 )t+ — dt
1) p/ exp(IQ (('y i ) +3,02>) oA /eIp<l2 <<72+ > +3p2>>
i
2
Lo, BN w1t o\ et N 8, 1, 3 1,
p(1 O\ [ 3, 1, p, [T 7 3, 1,
A _F . = - . A — . 2 _ _
(W) 6(72+9)/xexp(21§ (x—i—gaz da; 1 (w) 09 72—1—9 erp 21«5 36-1-3:5 dz

=

| €

Die Integrale ergeben sich aus dem symmetrischen Anteil der Integranden:

O]oxsin (‘;’E (x + ;)x)) dz = %Kw(g); Zcos (25 (a: + ;m?’)) dz = %Kl/fi(f)

mit den modifizierten Bessel-Funktionen k.

dl(w 2e2w?p? (1 2 02
- ) L (2+92) K35(6) + 17K1/3(§)

dQ 3re3 o 1. o .
||—Anteil v 1 —Anteil
Die Winkelverteilung des Energiestroms ist
dl(w) dw 7 € 1 1+5 02
dQ 2 16 p /1 5/2 7 1
0 — 4+ 62 M~ 5 +0
'}/2 ||—Anteil Y
1 —Anteil

Fithrt man noch die Winkelintegration durch, dann zeigt sich, dass gegeniiber senkrechten Polarisationen die
siebenfache Leistung in paralleler Polarisation abgestrahlt wird.

Fiir groBe z ist K, (z) = 4/ 216796(1 + O (1/z)), d.h. es treten keine wesentlichen Beitriige fiir £ > 1 auf, oder
x

1
w > 3 ( + 92) —3/2. Je hirter die Strahlung, desto geringer der Winkel. Fiir § = 0 finden wir die kritische
p A\

Frequenz w. = —73 oberhalb welcher das Spektrum fiir alle Winkel unterdriickt ist.

Wir entwickeln fiir kleine und grofle Frequenzen das Spektrum fiir § = 0:

L S22 (2) (3 ”3(wp)2/3. dI(w)
go WEwe € T 3/ \4 ¢ ’ dw

Das Spektrum erhalten wir schliellich mit

2
e sw _
~ 3P e /@ (7.65)
g—p WKW € We

dI(w)
dw

I(w) =21 / Rk ST/ (7.66)

Im Gegensatz zu der iiblichen Parametrisierung der Kugeloberfliche ist hier 6 € [—g, g] Die Integrations-

grenzen kénnen dabei nach +o0o geschickt werden, da der Integrand schon fiir recht kleine |6| sehr stark abf#llt.
Fiir w < w, kann das Spektrum also als breit und flach charakterisiert werden.



